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BRA 2 M danse EE AE ER MERECE sh E t 
立 起 来 的 。 但 在 数学 的 从 林 里 ,以 及 在 力学 或 物理 中 ,还 会 允 到 要 
多 其 它 种 类 的 二 次 型 。 正 如 Dieudonné 斯 说 的 ,几乎 没有 -- 种 数 
营 理 论 不 涉及 二 次 型 ， 举 例 说 : 

一 一 分 析 中 的 Hilbert 空间 、Sobolev 空间 . 
一 一 当 维 数 是 一 个 紧 流 形 的 维 数 的 一 半 时 ， 在 这 个 流 形 的 上 同调 
上 由 上 积 所 提供 的 二 次 型 或 交错 型 ; 

一 一 在 数论 中 ，Riemann LITA Ada stib 2 Bi M S085 Lorentz À 
9 . 

一 一 在 力学 中 ，Liouville S fait adr 2 9 S € dy g R 55 + 
几何 ， 以 及 找 营 部 涉及 二 次 型 . 

本 节 中 二 次 型 除了 出 现在 欧 殿 空间 里 ， 还 出 现在 关于 圆锥 旬 
曲面 的 各 章 中 而 且 在 球面 几何 (第 20 章 ) 与 双 曲 几何 
CÈ 19 X) T ARAXTAPEGpA 04.5.5 节 里 也 稍 有 涉及 。 

这 一 章 只 涉及 二 次 型 理论 的 某 几 个 方面 。 特 别 是 着 眼 于 测 才 
提 及 的 各 种 几何 应 用 .如 要 忒 得 更 多 知识 。 可 LAN]; 18- TT, 
[B12], [SE2], 

第 一 节 是 定义 及 例 ， 其 中 Artin EMA EN Mal EX, 
13.2 节 研 究 非 欧 氏 二 次 型 所 表现 的 种 种 现 旬 4 
空间; 与 所 考虑 他 


可 作出 住 意 子 空间 的 非 奇 异 完备 化 空间 . 在 13.4 闻 内 本 
二 次 型 尤 许 有 正 交 基 ; HAE © 或 及 时 ， 由 此 好 可 蕉 导出 这 
RENE, 135 节 竺 门 讨 论 一 个 经 典 的 重要 问题 : 在 欧 民 


BHP, 寻找 一 个 二 次 型 的 四， 在 13.6 节 内 引进 了 二 次 型 9 的 群 
Ol), 它 是 欧 氏 向 量 空间 中 正 交 咯 的 自然 推广 ， 我 们 还 证 明了 有 
X Arin 空间 的 一 些 技术 性 结论 ， 可 以 这 么 说 。Artin 空间 是 与 
欧 民 空间 偏离 最 大 的 空间 . 在 13.7 节 证 明了 二 次 昏 的 群 由 超 平 面 
对 称 生 成 ， 并 且 在 等 度量 子 空 间 上 是 可 迁 的 。 这 个 证 明 比 碍 欧 氏 
情形 时 图 难得 多 ， 最后，13.8 % TIO ACA T P DRE 65 
角 及 有 向 角 的 概念 在 实 Artin 平面 内 会 变 成 怎样 ， 在 那里 。 将 初 
次 接触 到 双 草 几何 ;而 它 是 第 19 章 的 研究 对 象 。 

本 章 中 下 是 在 特征 数 厅 为 2 的 域 玉 上 的 有 限 ” 维 向 量 空 间 
人 《参见 3.3.2)，E 的 向 量 了 空间 简称 为 子 空间 ， 


13.1 定 义 及 例 


13.1.1 定义 ,向量 空间 中 的 一 个 二 次 型 就 是 POE) 的 一 个 
TR 9 (SR 3.3.1)， 以 P 表示 导出 它 的 那个 唯一 的 对 称 双 线性 
Hg, HRD g UE 

以 后 也 记 QE) 一 PME). 
1312 ik. 我 们 有 (参见 2321) 


4G) = Plas z), Pes 9) = E (4G +y) — 460 — a9). 


qx) = a). 
用 微分 学 的 语言 来 说 , 若 K = R R C, Àj E K J C” 
级 的 ,而 且 有 Euler 恒等式 : 


209 = + CD, 
RERA PC, y) = DO), MR (5, HIT 


L5 y 024. 
P(z, y) 22 yi de PER 
最 后 有 


PG. y) La 0) D. 


RE 9:E K 满足 ar) = vaG). (WERKE KH) LE 
0 点 有 二 阶 导 党 ,上 述 公式 即 为 有 将. 有 了 这 两 个 条 件 就 能 使 ?成 
为 一 个 二 次 型 ， 这 一 切 都 是 求 导 法 则 的 结果 ,可 参看 [CH1], 其 
思想 仅仅 是 把 4 (az) 一 Pae) 对 本 4 求 导 . 
1313. 例 

13131 ” 欧 氏 结构 ,参看 8.1.1， 

13132 ”在 相对 论 中 会 遇 到 二 次 型 x + y! reg — P, 

13.1.3.3 设 Q€ E* (E 的 对 个 空间 )， 则 4 一 e? 定义 为 
qG) = (pGO Y. 是 一 个 二 次 型 ,其 极 型 是 PC, y) = Go). 
更 -- 般 地 , 若 e. 6€ E*， 可 定义 9 一 p$ 29 4(z) = eGOs (z), 
CARRE 1/200 GO 6G + eG06 G0). MT k € K R pe E* 


可 类 似 地 定义 9 一 21 kel. 


13134 车 (6) BERE, (er) 是 Et 的 对 候 基 , 则 有 如 
下 的 二 次 型: 
O ¿= À GI a <<, 或 者 就 记 为 9 一 D al 


mp 
rts 


Gi) g= Da 216 < r< r +: n. 


= 


车 s= 2p, ËB, [ela U {hihina 为 E 的 一 组 基 , RARE 
标记 为 ww， 疡 ， 我 们 也 着 说 下 述 二 次 型 ; 
2 

Gi) 4 =—2 2 xy 

13.1.3.5 若 FCE 是 一 个 子 空间 且 9€ QE), W) 4 # F E 
fm gle 是 F 上 二 次 型 . 

13.1.3.6 ”在 基 下 的 表示 ， 相 关联 的 矩阵 、 设 (el 是 E 的 一 
个 基 ,P 是 Q€QUE) 的 极 型 , 则 P Om 9) 被 Pleis ey) 的 集 
合 完全 确定 .把 # 阶 方 阵 A= (Ples e;)) = (s) 称 为 9 关于 


基 (el 的 矩阵 ,以 ge lahat s. À 


# [° 
x= x=] : ye Y : » 


s LI | ; 


fro y)-'X4AY 一 之 aux, = 之 EE 


1 


MA: 


+ D ay, + zy). 


"I 


13.1.3.7 


a E AX 2 aus z 一 Zaust +2 Dax, 


i<i 


从 这 些 公式 可 以 看 出 ， 不 用 进行 3.3.2.1 的 计算 就 能 从 ? 得 出 P: 
把 xi 项 换 成 xou. H xix， Wen 1/2 xy, Hays) Bug. 

如 果 作 基 的 变换 (e) = Le, HAREE sihi cf 关于 Le.) 
的 坐标 所 构成 (或 S= MU) 是 了 关于 (el 的 矩阵 ,这 里 了 是 使 
V, # FG) = ei WRAS) W 

13.1.3.8 |4 关 于 {4} Mele = 4 — sas, | 
因此 我 们 得 到 例 13.1.3.4 中 的 和 矩阵 为 


Ü 


j^ ° 0 1 
ù —1, 外 Gja =-( r) 
l, 0 


o 0 0 ú 


G) 4= (7 路 G)4- 


其 中 1, 是 + 阶 单位 陈 ， 

1139 DK. Ut E, E 是 (在 同一 个 域 上 ) 两 个 向 最 空 间 ， 
FELCE, E^) RESE 9 € QUE), d ET f HGB SOOO fa, 
是 如 下 定义 的 二 次 型 9€ QU: 

lito = 4X = £06] 
Æ P 是 9 的 极 型 , 则 4 的 极 型 P = 人 #P 定义 为 
PG, y) = POGO, 1G). 
HBI, RER GLE) 通过 fi (ai fa) 作用 在 QUE) 上 
GE, GLE) 内 的 运算 应 取笑 相反 的 运算 : 这 是 因为 (gof)*q 


=) ATEdahdahcgEaeURPXT 
上 述 基 的 和 矩阵， 由 

13.1.3.10 
事实 上 一 13.1.3.7 有 : 

G*a)6) — 'XAX = (62) = TOO AIX) = "KV AUX, 

1214 ”等 价 性 :分 类 问题 

13.1.4.1 EX. Beda 分 别 是 E 和 E 上 的 二 次 型 ， 若 
存在 f€lsom (E; E^) fé affa, Mike 9 是 等 价 的 . 
BR BRA (E, 2) 5 (E, 47) 是 等 谋 届 的 《参见 8.1.5) 或 
闻 构 的 。 所 谓 企 域 久 上 把 二 次 童 分 类 ， 就 是 确定 K 上 有 限 维 向 量 
空间 中 二 次 型 (关于 上 述 等 价 关系 ) 的 一 区 等 价 类 。 

18142 对 任 一 维 数 x, K 上 二 次 狸 分 类 问题 可 归结 为 确定 
Q(K°) 在 GLOK”) 作用 下 的 所 有 轨道 。 

18148 Bl. 5 11134). 等 价 的 二 次 型 称 为 中 注 二 次 型 
(这 时 dimE 必须 是 俩 数 )。 例 如 ,车 — C, — 2p, MORE 
4 De APE, 这 是 因为 


2p P EJ 
Die Gites) D Ce + ire CESAR 


HEH r= s, n = 2r ff, Bj 131.34 (ü) 的 二 次 再 也 是 中 性 
的 . 

13.144 定义 ，? Sali NCBI) (E, 4) 称 为 Artin 空 
Ùl. 2p 维 的 Arin 空间 常 记 为 Aru; 4 P = LIRESOR Artin 平 
面 。 因 此 辣 维 Ario SMS A. EHAKE Arin 平面 
但 我 们 不 采用 这 宰 p 为 双 曲 平面 的 概念 完 
我 们 将 在 第 19 RAF PE. 

13145 Æ 13.4.6 5 13.47 rni esse d bd; K — C 
K K =R 时 二 次 型 分 类 问题 ,这 是 一 个 简单 的 问题 。 但 对 任意 
的 K, ROME TORRE. 目前 我 们 几乎 无 法 着 竹 讨 论 。 已 经 解决 
的 情形 有 : 对 K 一 Q, LSE2] 用 整个 第 V 章 给 出 这 个 问题 的 


M5 


fg = UAU, 


解法 ;对 有 限 域 ,参看 [AN]， 第 143 一 148 页 ;对 代数 数 域 ， 差 不 
多 需要 整整 一 本 书 ,参见 [OM], TE CS-T] IE, 读者 可 以 发 现 许 
多 关于 二 次 型 的 初等 的 结果 ， 至 于 一 般 情形 ， 只 有 一 维 时 是 容易 
解决 的 ， 我 们 可 以 在 下 面 看 到 。 

13.1.4.6 MAR. 13.1.3.8 H ded 依赖 于 所 取 的 基 ， 但 
它 在 商 集 K/(K*Y 内 的 象 却 与 基 的 取 法 无 关 . 这 个 象 被 记 为 
disc(9)， 称 为 二 次 型 4 的 判别 式 。 此 外 ，13.1.3.10 表明 两 个 等 价 
二 次 型 的 判别 式 相等 : disc(/*4) = disc(4)， 但 是 , 反 过 来 却 不 正 
确 ,例如 对 K — R, = dique + y: + nud = Ep 
?一 HEADER, (Bis 1347, 它们 不 等 价 。 

13147 # dimE = 1, 则 ?与 4 等 价 的 充 要 条 件 是 qisc(9) 
= disce(9)。 这 可 以 从 13.1.3.10 ZRI H. 例如 若 K = C; 
C/(C*y = (0, 11, 改 育 丙 类 二 次 型 : 9 =0, q =x. #K =R, 
R/AR*y = 1—1, 0,1}, MAZXZHA: 0, s, =e, 这 二 
134.6 及 134.7 的 符 殊 情 形 。 
| Mi, (E, a) 3284838 — 2k q 的 各 是 空间 。2 MUR. 


132 奇异 元 及 迷 向 元 ,根基 ,退化 性 及 奇异 性 


13.20 如 8.1.8.1 所 示 ,P 了 诱导 了 一 个 gE L(E,E*): p) G)= 
Ps). Æ (e RERE, (7) 是 对 侦 基 ,4 是 9 关于 {ci} 的 
ABE, RU 4 也 是 9 关于 基 (e, (671 89/88. 28 
ai = Perse) = eCe(e) = ep). 

TB. PE lsom(E, E*) 是 等 价 于 Kep — 0 的 。 
13.2.1 EX. 称 4700) 为 迷 向 锥 面 (或 光 锥 ). 使 +€ 9 (0) 的 
向 量 z€ E RAKHE. 若 4200) 一 0， 称 二 次 型 4 为 非 迷 
向 的 ， 

9 的 根基 是 rad(9) = Kerg = (z€ E:P(x, y) = 0V y€ E); 
a 的 秩 就 是 9? 的 秩 :rang(9) — dim(qp(E)). 着 rad(9) 一 0, 则 称 
q 是 非 退 化 的 , 这 等 价 于 rang(9) = dimE R p € Isom( E; E*), 

6 


车 rad(q) à 0 则 9 称 为 退化 的 。 
对 的 于 空间 F, F 的 根基 是 
rad( F) = rad(g/F) = (x€ F: P(z,y) = 0 V.y€ F). 
25 e|, 是 非 退 化 的 (或 退化 的 )， 则 称 子 空间 王 是 非 奇 异 的 (相应 


地 称 为 奇异 的 ). 若 4[, — 0, BU rad(F) 一 下 ， 则 称 了 是 完全 奇 
FH. 

在 图 132. ARR R: 中 的 4 = à — y. EARUM 
表示 R 中 的 4 一 —= — y + ñ, m + y: v — n PARLES 
RT, BEBE T'ENIENIERZES XB PCR) 
内 的 投影 参看 图 13.7.10 及 144.6, 

13.2.2 评注 

13.2.2.1 迷 向 这 个 词 是 与 8.8.6.1 相符 的 ， 此 外 ,被 我 们 称 为 
奇异 或 完全 奇异 的 子 空 间 往往 也 有 人 称 为 迷 向 或 完全 迷 向 的 子 空 
间 。 但 那些 称 法 似 易 引 起 混淆 

13.2.22 ”根据 初等 线性 代数 , BATARE: 

rang(4) + dim(rad(4)) = dim E, 

13.2.2.3 请 注意 非 迷 疝 与 非 退 化 并 不 等 价 ,例如 E — R: 及 
4= > — yu 当然 , 非 迷 向 蕴含 非 训 化 . 若 K— C 〈 或 是 代数 诸 
域 ), 则 当 dimE > 2 时 ,一 个 二 次 型 永远 不 会 是 非 迷 向 的 ,这 正 是 
13.7.6 HAE. 

13.224 ”根据 13.2 的 开始 部 分 及 13.1.4.6, 可 以 看 出 4 退化 
的 充 要 条 件 是 disc(q) 一 0; 特别 ,这 个 充 要 条 件 就 是 关于 某 个 基 
有 detA = 0, 

18225 与 欧 居 空间 的 情形 祖 反 , 甚至 q 非 退 化 时 某 些 子 空 
间 也 可 能 是 奇异 的 ; 见 图 1324 或 者 现 简 单 地 取 F = Ka, KE 
* 是 迷 向 的 ， 

18.226 若 E —rad(s)PG TAW, X gle ARE (E 
13.9.1). 

1323 9j 

18281 E (E, q) — Art, MU 470) 由 的 两 条 不 同志 
线 铭 成 ， 这 两 条 直线 称 为 迷 向 直线 。 没 有 附加 结构 是 无 法 区 分 这 
两 条 直线 的 (参看 13.7.10 及 13.8.2.1)， 它 们 可 确定 9 到 相差 一 个 
常数 僻 , 这 是 因为 如 果 取 迷 向 家 线 上 的 向 量 作 为 荐 ,9 可 写成 key 
BT. 


he 


13232 35 4«—524 (参见 13.1.3.6), M) rang(g) —rang( 4). 
TOI 13.3.4 中 的 秩 为 : E G) 中 等 于 r, 在 (ii) 中 等 于 
rcs, E Gü) 中 等 于 2p. 63), Qu) 总 是 非 退 化 的 ，{i) E, 
非 退 化 的 充 要 条 件 是 =n, (ë) 是 非 退 化 的 充 要 条 件 是 r+ 
=n, 

13233 (5259€ 01 13.1.3.4， 以 下 子 空间 是 完全 奇异 的 ; 在 
情形 G), # 天 一 C: 

F 一 Ce + ie)pCC. tie dB BC + in), 

p= is] dimF = p; 
在 情形 Gi), # 天 一 下; 
F = R(e, + eu)9R(G + 6u)09: Ree, + e), 
` ÆÉ res, dimF = r; 
在 情形 〈 这 )， 对 任 一 个 K: 

F = KaQ- DKe,, F'SKIQ- KA, dinF-dimF'— 
P 其 逆 可 参看 13.7.6， 这 里 给 出 一 个 带 有 技巧 往 的 引 理 ， 

13234 引 理 , 3b (E, 4) 是 任意 取 定 的 , x à 0 是 迷 向 向 
最 、，x&rad(9)， 则 存在 平面 PCE 使 得 z€ P HEC, gie) 是 
Artin PH. HAE (E, 4) 中 dimE = 2, q 3EiSAC BAR dE 
迷 向 的 , 则 (E, 4) 是 Artun 平面 。 

HT xkrad(q), f p(x)& E* dESE (Bi 13.2.0), 因而 存在 

z 使 得 P(x, z) 一 1。 但 不 难 找到 一 个 
yE Ks + Kx 


使 9(y) 一 0, Bn y me — Ix, alerto] D) 


正 是 我 们 所 需要 的 . 


13.24 伴随 自 同 态 
CE, 9) 中 的 2 SERMO. ICE p€ lomCE; E*), REI 
仿照 8.1.8.6 的 办 法 来 做 , 对 任 一 f€ L(E; E) = End( E), EX 
它 的 伴随 自 同 态 4 为 ; 7 
Wr, ye E:P(f(x), y) = PG, (G0), R 
Lil 2 TR 
13.24.1 5 p 


E-E* 
v 


其 中 FP 是 ff 的 普通 意义 下 的 转 置 .关于 互相 对 价 的 基 (at, 
Let}, # ge 4,U 是 f 关于 de) 的 矩阵 , EFI RT (erl 
的 矩阵 是 U, RITE 

13.24.2 U*—' XY (4) mE — AUA, | 
特别 ，detf = det/* = detf. 


133 ” 正 交 性 , 子 空间 的 非 奇 异 完备 化 


仿照 欧 氏 空间 的 襟 式 ， 我 们 给 出 下 列 定 义 . 
13.3.1 定义 . 设 4 是 E 的 于 集 ; 置 


At = (z€ E:P(x, y) = 0 Vy€ A} = f) Ker(o C), 


并 称 为 4 的 正 交 补 。 这 总 是 一 个 向 最 子 空间 .两 个 地 集 4 和 8 车 
满足 BC A, BD Plr, y)— 0 Vx€ A, Vy € B， 则 称 4 和 8B 正 
交 , 记 为 ALB, 关系 ALB 是 对 称 的 . 若 E, L E V; = j, 则 称 直 
RE 一 DEREXN, Hit E= DE. E ele visi, 
MÆ (e) BAERE, EEE gla) = 1Vi, 则 称 为 标准 正 交 基 ， 

例如 rad(g) 一 E+， 一 般 说 来 对 一 个 子 空间 F, dimF+ 
dimF* ~ dimE， 内 为 4 可 能 是 退化 的 ， 反 过 来 有 以 下 的 初等 结 
时 ,它们 可 与 8.1.8.3 一 样 借助 于 2.4.8.1 KETEN, 


Hoe 


13.3.2 命题 。 对 任 一 子 集 4, 有 At = (4) 及 ACA, Ë 
设 ? 非 退化 , 则 对 的 任 一 子 空间 F 有 Ft+~F, dimF+dimFt 
dimE, radF = FN P+， 于 空间 F 是 完全 奇异 的 充 要 条 件 是 FC 
+。 我 们 还 有 以 下 等 价 关系 : FIRR FNF! 一 0<> E= 
FOF <> FF, RNA FAN EM F, À 

(FF! FLE FE, (F HF) = PE", 


图 3.2. 


图 13.32 表示 了 仿 庄 平面 的 若 线 ， 它 们 使 人 想到 一 个 点 关于 
一 条 贺 欠 曲线 的 “点 - 配 极 直线 ”对偶 ， 实 际 上 情形 正 是 如 此 ,但 我 
们 遵循 的 步 又 与 历史 发 展 过 程 恰 洽 相 反 : 我 们 在 14.5 中 将 利用 关 
于 圆锥 曲线 的 定义 二 次 型 的 对 低 仁 ， 抬 它 诱 时 到 射影 空间 中 来 定 
义 关 于 圆锥 曲线 的 对 全 性 . 


"Ile 


1333 例 i 
1.434 着 对 (E,D A E — @ E, ITRTDLURE (E, 4) 


是 (En qa) 的 直 和 。 RZSEABT E= OE 以 及 每 个 
上 的 一 个 二 次 型 %， 则 可 通过 极 型 己 来 定义 9 一 a 


(> EN > ») 一 Zirh, y) 
REP, 是 4, HRN, WE 
E= ó Es dle = Vi, 
13.3.2. 在 上 述 意义 下 ,对 枉 一 Artin 空间 Art, 有 : 


+ L 
Arty = Art, DD Art Co 个 项 )， 


再 采用 13134 Gü) 的 记号 ,有 :EE; 一 KeQKANI, 
1534 ASS LES 

TRE (E AU ERER, OE Je TELA AE À 9. 

13341 命题 设 9 非 退 化 , F EERTE, s= dim(rad 
(F))，G 是 rad(F) 在 F 内 的 任 一 补 空间 ,{x:}im… 是 rad(F) 
的 一 个 基 , 则 存在 : 个 平面 PCE 使 得 对 任 一 i, (Pa gle) 是 
一 个 Artin 平面 ,对 所 有 的 i 有 € P,， 对 所 有 的 i 千 j 有 P,P,， 
ME GLAY, Wib ERAM 


2 d.d ou 
F-cÓ nO... Gp, 


是 非 奇异 子 空间 且 (F, 915) AT G D Are. 这 样 的 上 被 称 
为 了 的 非 奇 异 完备 化 空间 、 
证 明 是 容易 的 ,只 要 对 :一 dim(red(F)) FERMER, VE 


超 点 可 如 下 进行 : (= 1, rad(F)= Kn, 了 — GÓ Ks, 根据 
1332, 于 空间 G^ 非 奇异 ;由 于 ae 6+， 可 应 用 13.2.3.4; 存在 


loe 


Hi 133.4. 


C7 ASE P. 使 x 6 Pi, ME Pu dle) 是 一 个 Artin FE, 

关于 这 个 构 这 的 唯一 性 参看 13.9.3. 

133.&2 Hg. de a ARC, NUE TAF A 

dimF + dim(rad( F)) < n = dimE, 

特别 着 是 完全 音 异 的 , 则 dimF < a/2; LEF ERREFE 
limF = 2/2 = p, 则 必定 有 E 一 Art, 

全 章 的 其 余部 分 将 按 如 下 计划 进行 : 一 部 分 出 初等 的 方法 讨 
论 C K R 上 狗 二 次 谈 的 分 类 及 基 个 二 次 型 的 间 时 对 衣 化 . 舅 一 
部 分 用 几何 代数 的 方法 研究 二 次 型 ? UE Ol), CER S 章 正 
交 群 的 推广 ,内 容 有 : 寻找 简单 的 生成 元 ,作用 在 子 空间 上 的 可 迁 
dk, REDE IE E, 


134 正 交 基 ， 关 于 C 及 R 的 分 类 


1243 引 理 对 任 一 〈6。9) 至 少 存在 一 个 正 交 基 le), 

若 9 一 0， 这 是 平凡 的 .否则 设 * 不 是 迷 向 的 , 则 p) € E 
GR 122) Es Bl z+ EAEN, E= Kz Dar, 这 祥 问 题 训 
归结 为 维 歼 < 的 x+ 的 情形 ， 可 月 递 推 靶 进 行 下 去 。 


le 


1342 HR. NE (E, O) 存在 一 个 基 使 得 9 一 Dar, 
LEKS 当天 一 C 时 ,对 任 一 (E, p 存在 一 组 基 使 
g— X 5. 

M K=R SEHE (E, 0 存在 一 组 基 使 

e ES- DE 
# le) 是 (E, 4) E ape, WE 

Gn, za) m (x P x ze) = J) seei e) 
SE) ` 

M gs e) 960 B$ L — ges e, # K = C, 则 把 e, HU 
Let K = R, WS nc oE e uk Le, 8 eco 


时 换 成 -一 


1343 jk. 显然 可 以 把 假设 K — C RRK 是 一 个 域 , 它 的 任 
一 元 均 有 平方 很 ”, 特 别 ,可 换 成 “K 是 代数 闭 域 ”, 同样 , K — R 
可 换 成 “ 是 一 个 有 序 域 ,其 中 正 元 都 有 平方 根 ”， 

13.44 例 . # K— C, s 一 2p， 则 任 一 非 慢 化 的 9 等 价 于 一 个 
中 性 二 次 型 , 即 〈 互 ，9) 与 Aro, FEE. 

1345 ”出 上 所 述 看 起 来 ， 二 次 型 的 分 类 到 13.4.1 似乎 已 基本 结 
W. 实际 上 却 如 Artin 所 说 , 连 个 边 都 还 没有 摸 着 ! y, M 
K-—RB,.ZIB AD + +y rrt tr 
不 可 能 等 价 ， 至 于 一 般 情 形 ,请 参看 13.1.4.5. 现 在 我 们 要 指出 ,从 
13.4.2 可 以 推导 出 以 下 的 : 

13.4.6 ZE. C 上 两 个 二 次 型 为 等 价 的 充 要 条 件 是 空间 的 维 数 
^ EG + 都 相等 或 者 说 : EME, GL(E) 在 QE) AE 
道 有 # 十 1 个， 它们 与 可 能 的 秩 数 7 = 0, 1 …… n = dimE 相 


. 14. 


关联 .特别 ， 非 退化 二 次 型 构成 一 个 单独 的 轨道. 
13.4.7 定理 (Sylvester Mit). R 上 两 个 二 次 型 等 价 的 充 机 
条 和 任 是 空间 维 数 ” 以 及 13.4.2 的 两 个 整数 > 和。 都 相同 。 换 句 话 


d EAEE, GUE) 在 QUE) Wu: G DG D 


+. WB (r, s) ERREF q 也 不 依赖 于 13.4.2 的 基 ， 称 为 9 
的 符号 数 .此 外 , r 和 * 也 可 描述 如 下 : r CAR: 5) 是 使 ?jz 为 
正定 (相应 地 : 负 定 ) 二 次 型 (参见 8.1.1, 即 eG) > 0 (相应 地 <0) 
Vr € F\0) 的 的 于 空间 FP 的 景 大 维 数 . 

只 需 证 明 若 9，9 Si Wor s 必定 相同 .这 可 从 定理 末 
尾 的 几何 特征 得 出 ， 现 在 就 来 证 明 这 个 几何 特征 ， 设 

r' = sup(dimF:g|; 是 正定 的 }， 
s = sup[dimF; e|; 是 负 定 的 }， 
{a} 是 一 组 基 使 得 
9 一 之 a= D i 

因为 ReaD ORD- -ORe iÉGETZSBIFISSOR, M 
r 2 r, Ds, 设 F 使 得 gle 正定 ，G 一 Re, @--@R<,, 8 
deli, FG 一 0, 从 而 dimF + dimG «s, Bl r” + (n — r)< 
s, r <r, BEA SA s, 
1348 实用 约 化 方法 : Gauss 方法 .这 就 是 通过 计算 来 证 朋 
13.4.1; 其 实际 价值 是 相当 大 的 ,我 们 在 以 后 的 具体 计算 中 要 用 到 
这 个 方法 ， 参 看 13.9.8， 在 微分 几何 中 的 应 用 参见 [B-G]，146 
页 . 这 种 方法 可 以 说 是 13.4.1 的 对 偶 , 我 们 要 利用 线 狂 型 ,然后 再 
用 六 推 ， 下 面 我 们 将 说 明 最 初 的 几 步 。 如 果 一 个 读者 从 未 亲身 实 
践 过 这 一 方法 ， 那 末 动 手 做 一 个 具体 例子 是 很 必要 的 : 3b 13.9.6 
及 1398, 设 9 一 23 unns, 


BARE: DUREE sje 0， 假定 是 uc a0, M 
= d =i AY MES 
ejos + Bei (nt €) + ), 


En 


` 15. 


其 中 4 CES: B) Hum, ce, z, 的 线性 型 (相应 地 :二 次 型 ) . 
Bik 8 — 7 E z, s 的 二 次 型 ,我 们 可 对 它 亢 次 施行 则 才 的 
变形 或 做 下 面 的 变形 . 


第 二 种 情形 ， 所 有 的 a, WER, 但 (车 9 >= 01) 存在 一 个 
非 零 的 aj, 假定 这 是 1 一 ap JY g= lux + An + Bx, + C, 


q= inm + An + Ba + C — (a+ 2) (s +4) 


(set) endo 


Cr t Y — (e — vy. 
z ; 
这 里 4, B, C 分 别 是 s, z, 的 线性 型 及 二 次 型 . 


景 后 可 得 9 一 D, upis qe E*, 
这 个 具体 方法 也 提供 了 秩 数 ， 见 13.955. 


RAR 


“v = 


135 ”两 个 二 次 型 回 时 正 交 化 


13.5.1 设 4 4 RE EMI CRAN, 是 否 存在 一 个 基 【“]}， 它 
同时 关于 4 及 9 是 正 交 的 ?一 般 的 回答 是 否定 的 ,例如 : 在 E= 
R'g.4—4—y,.4 —2xy W (e) 是 上 关于 9 及 9 的 
正 交 基 , 引 入 与 它们 相关 联 的 ps o: E — E* (J 13.2.0), 又 假定 
9 非 退 化 ,从 而 可 以 引信 自 同 态 f 一 p+eg':E》。 风 对 任 一 i e, 
必 是 f 的 特征 商量 : 事实 上 ,由 假设 可 知 (p( ;)) (0). 就 是 9 E 
交 超 平面 679, B. ((0) (0) = ¿tn D e, REA MOS 
plei), p'le) FREUE 2.4.8.2) p'le) = kpCe)) ,例如 对 9 = x— 


Ke 


y Ë Z —2xy, pop! 《关于 典范 基 ) 的 矩阵 是 


/01N r1 0 0 —1 
U .) IP -人 ) Og 13.2.0), 
这 是 R 的 一 个 旋转 ,因此 没有 特征 向 量 。 
有 反 过 来 有 下 述 命题 . 


195.2 命题 . 若 q 非 退 化 且 9 "+op” 有 "个 不 同 特征 信 , 则 存在 
关于 9 和 9 同 为 正 交 的 基 . 

由 假设 可 知 存 在 £ 的 -一 个 基 (e, EH pop! 的 特征 疝 量 
构成 。 这 时 若 特征 值 是 K: 

q GO Ce) = eoe) Ces) = Pe, e) = RiPless ci， 
fü PE P 的 对 称 性 : 

Pers ej) = KP e) = kP(e;, e), 

HUP k RS E Plen e,) = 0, Vis, 
13.5.3 fl. 车 天 是 代数 闭 域 ， 则 两 个 一 般 二 次 型 可 同时 对 角 化 ; 
# K 一 C， 见 概 半 是 1. 

13544 注 ， 对 这 个 问 赤 的 完整 的 研究 可 参见 [KG2], 

13.5.4.2 几何 解释 ， 在 14.5.4.1 中 我 们 将 看 凶 9 与 q' 的 公 
共 正 交 基 的 存在 竹林 型 必 为 LE) 的 与 9,9 机 关联 的 二 次 超 曲 面 
的 公共 自 配 极 单 形 的 存在 性 .在 圆锥 曲线 的 情形 ,我 们 将 对 区 锥 曲 
线 偶 作 分 类 ,特别 将 找 出 不 可 能 司 时 正 交 化 的 情形 ,参见 16.410, 
13.5.5 定理 。 设 是 欧 氏 空间 , g 是 E 上 任意 二 次 型 , 则 总 是 在 
在 的 标准 正 交 基 , 它 关于 f BREZ. 
13.5.6 ” 注 。 这 个 结论 有 侦 尖 重要 的 实际 意义 . 它 相当 于 找 出 一 条 
链 曲 线 或 一 个 欧 氏 二 次 超 上 而 的 轴 ， 在 力学 上 或 物理 上 这 意 际 
2 OR AR RUE A CRUE A), 并 且 所 有 微小 的 运动 有 对 称 性 (谐振 
子 ), 这 岂 使 得 研究 稳定 性 问题 成 为 可 能 ，LAR] 是 一 本 这 方面 的 
出 色 的 参考 书 ， 

这 个 结果 可 推广 到 无 限 维 的 Hilbert 空间 ， 这 是 在 分 析 里 
的 主 紫 推 广 ， 微 分 算 子 的 特征 函数 的 正 交 基 ; ATADA JSE 
IWR], 254 Ñ. 


EE 


定理 13.55 有 一 要 历 史 ， 它 总 从 实 际 应 必 中 提出 来 的 ， 参 看 
[B12]， 第 189 一 190 pi. 

从 已 知 数据 出 发 来 具体 按 出 这 些 共 向 量 的 方法 ， 就 是 确定 对 
称 蝶 阵 的 特征 向 量 的 方法 ， 参 看 [KE], $ 392 HL 
BST 证 明 . 经 当 的 证 明 是 利用 把 扩张 成 Hermite 空间 ， 可 
参看 [DR]， 第 58 页 .由 于 我 们 没有 提 到 Hermite 空间 , 故 给 出 
另外 陋 种 证 明 . 

155.41 第 一 各 证明， 仿照 13.5.1， 对 Z DUR AREA 
Wa E 1 一 9 'og ,根据 7.4.3, 存在 & 的 子 空间 7V 使 得 1 (VCV 
及 dimV 一 1 或 2。 B dimy — 1, WRITERE f 的 一 个 特征 
Kl z; E dim 一 2， 也 存在 了 的 特征 向 模 , 为 理解 这 一 点 , 普 
先 注意 到 关于 任 一 标准 正 交 基 ,7 的 短 阵 是 对 称 的 ,这 是 因为 根据 
120, WERE AA, RR £ 和 4 分 别 是 9 B ARE. 
但 半 于 标准 正 交 基 , 2 的 逢 阵 是 单位 陈 , 因 此 FERE A, 当 
RENÉ. 

因而 Ile TA RE ERA ERRE ( ° ° Je9, dts 
RUE, MYE 

&—(s +e) tac — P= 0 
min. 
总 之 至 少 在 在 S EW z, 
Ë a= x/lel BAR 日 一 et， 有 
HH)CH KR dimH < dimE: 
径 肖 推 后 可 见 存 在 忆 的 标准 正 交 基 Le}, 它 由 了 的 特征 向 量 构 
m. Rem 
Pless e) = aC) (e) m kple) Go) = Ces e 
MODELES 
M {4} 关于 Z 是正 交 的 . 

15522 微分 学 的 证 明 .引信 EDR S, XR 

AX RENI R X 


-oe 


f) = Fel. 
设 x 使 得 f(x) = suplier E S), 因 f 在 EV0 .上 是 C? Mik 
TS EXEC EE, 由 于 KL) = Ha) VA ~ UV € END. 
BEREE a Ë P 取 汉 整个 E\0 上 的 极 大 值 ， 于 是 FG) 一 0. 
对 了 来 导 后 可 得 
HE (7) = TIP, isl — ZG) GI. 
REYE (x1y) m 0 的 y 有 PGs y) 一 0， 然后 即 可 与 第 一 种 
证 明 一 样 进 行 递 扒 
13.5.8 Æ 8.2.6 及 练习 8.12.1 已 给 出 13.5.5 的 -~ 个 很 有 用 的 应 
用 . 
Í ”在 本 章 的 后 六部 分 ， 总 假定 (E, 2) 中 的 9 非 退 化 . 


13.6 ”二 次 型 的 群 ， 概 论 


我 们 将 把 欧 氏 空间 中 的 许多 妖 念 推广 到 一 毅 情形 . 
13.61 ÆX. RINER E 的 等 度量 变换 构成 的 群 (fe CT. 
(8):Pq = 41 称 为 9 的 间或 4 的 正 交 群 , 记 为 OCE, q), OWE) 
或 O(4), Eig 


O(n, K) = ofr, D # | 

Olr, 9 = OUR, He Hal — a — a), HË 
O(1,3) 称 为 Lorentz f, 
1362 WE. (E, a), CE', 4) SER, 则 它们 的 群 O), 
Ol) 同 构 .根据 1324, fe O(4) 等 价 于 = ft, HUE dec 
1 二 tt, WETE: 
13.6.3 记号 . $ OE) = {f€ 0(E):detf 一 土 1};O+(EE) 的 元 
素 称 为 旋转 ， 

OHE) 是 OCE) MENT, O(E)/O*(E)=Z,, BER 
法 规则 ， 参 看 82.32. 
13.64 ”矩阵 记 法 。 关 于 E 的 一 组 基 {e}， 若 9 <4 且 上 了 的 矩阵 


. 19. 


Æ S, d 13.13.10 可 推导 出 
13.6.5 PEO <> sas — A. 

例如 : 对 Or, K): 'SS — 1 R 57 = '5, 也 请 参看 13.9.12， 
对 Art: 


Croce C26 0C 0-7 G2 


<= ac = bd = 0, ad + be = Xl 


详 见 1282, 

我 们 恒 有 Id, e O(E), mF —!d, € OE) 的 充 要 条 件 是 
dimE Rx. 
12.56 Ola) HAA. 庄 韭 网 氏 的 情形 ， 推 广 8.29, 82.10 
及 82.1 时 要 小 心 。 由 于 向 品 空 间 的 对 合 i 部 是 以 下 形状 的 : 
fls 一 1ds, fre —tdr, Mb E = SDT 是 直 和 分 解 ,所 以 我 们 
首先 可 得 : 

1661 i5. "Ef& GLE) 的 一 个 对 合 在 Ola) 办 ,必须 


IRA E= s T, Bls EG, T 一 35+， 此 时 称 f REZA 
Hk. # s EEPE NUR LA dimT — 2, (os 
BERNIE O7 LE) iN EE XE PUES O*(E) 


对 目 奇 异性 的 要 求 使 8,2.12, 5.2.13, 82.11 8.2.7 的 推广 变 
得 复杂 多 了 ， 例 如 3.2.11 变 为 : 
x-Y 136.62 引 理 . Hb x y€ E 使 得 
x ete) = 900, x 一 》 非 迷 向 ; 则 存在 超 
\/ \ zty 人/ FERRAR hlx) = y, 
TT, 根据 1332, (x—5y) ME XX 
i H= (ay) 是 非 奇异 超 平面 。 设 A 
是 与 S=H 相关 联 的 向 是 对 称 ， 则 有 有 
AG) = r, ÆR YH 


A 


Ë 13.6.6. 


Ple — y, z + y) — gx) — 9 = 0 


* 20 « 


可 得 x 十 ye 五 ,从 而 
一 z—y 
2 2 2 2 
8.242 的 证 明 不 能 直接 用 上 去 .为 了 弥补 这 一 点 ， 我 们 将 建 
立 一 些 技 术 竹 的 结果 . 
1367 旋转 的 例 以 及 关于 O(Art,) 的 带 有 技巧 性 的 引 再 
13.6.7.1 SIE. 设 E = Are, F 是 * 维 完全 奇异 子 空间 ， 
f€ O(E) fi KF) =F, W) f€ o*CE). 
根据 13.3.4,， 存 硅 出 直 剧 分 解 ( 非 正 交 的 !) E = FOF 所 产 


生 的 基 使 得 ge 4, AmI) 了 关于 这 个 基 的 给 隆 是 形 如 


» 


UPS " s" 
人 的 ,四 KF) = F. 1565 DER 


"U ON O INqUV 0 ‘UW or 
" ap) G a v) 7 (wv "Wy my) - 小 
FE UW = 了， 然后 得 def = (deU) (deW) — 1, 
13672 SE, aF EATE E= F EFRY 
异 完备 化 空间 , 则 若 16 OCE) 以 及 fle = 1dr， 可 得 f€ O* CE), 
根据 15.2.41, A E= G @ Arts, Km Art, = MOM’, 
F= G+ M, M = rad( F), THREE, fle Ido, +J KArta)= 
Art, H 13.67 可 得 flar, € Ot(Arr,), RE 
detf = det{fls)det(flArt,) = 1: 1— 1. 
13.6/7.3 引 理 , 设 fe OCE) 使 对 任 -一 非 迷 向 的 x 都 有 
fG)—x ARE ARE, je OE) 且 E 是 Artin SM. 
这 个 引 理 的 假设 看 来 有 点 奇怪 ， 但 可 这 样 解释 ， 如 果 我 们 想 
在 一 般 情形 下 推广 8.2.12 的 证 明 ，13.6.6.2 表明 除非 了 恰好 满足 
本 引 理 收 设 ,否则 就 能 利 几 递 推 法 ， 我 们 将 在 13.7.12 中 用 到 这 一 
现在 证 明 13.6.7.3 .首先 假 设 * — 2 . 因 互 含有 非 零 迷 向 商量 ， 
13.23.4 RIA E = Art, É 13.82 中 将 看 到 对 于 一 个 适当 的 基 , f 


(2e 


mamae (^5 e sue (^, e). kei. eie, 
detf 一 1， 在 第 二 神情 形 里 f(x 十 Ay) = x 十 妙 ， 与 引 理 假设 矛 
fü. 

以 后 假 设 n3. 首先 证 明 两 个 子 空间 Ke 一 Ids) 与 
ImCf 一 lde) ZERRI. ATRE, 这 就 是 假设 条 件 :对 于 象 
RS x 非 迷 向 时 ， 已 知 f(x) — x 是 迷 向 的 , 剩 下 只 需 对 迷 向 的 
x 加 以 证 明 , 设 * 迷 向 ,由 13.3.4.2 可 知 x7 不 可 能 完全 奇异 , 因 
B n2 38 n — 1 > nf2, WEE y€ zt 使 «(0 50, NU 

q(z+ y) = 40 à 0; 
把 引 理 假设 应 用 于 3 个 商量 y, sty z — y: 
4G) — z + EGD — y) + (G0 — z — (G0 — 3) 
= 24) — z) 2406) — y) = 240) — x) = 0. 

4 U = Im(/ — dj), di EBIXBRIATU EZERAM. E 

计算 后 ( 同 9.3.1) 可 知 
Ker(f — Idy) L Iml} — lds) 


以 及 
dim(Ker(f — 1d5)) + dim(!m(7 — 1d;)) = dimE, 

于 是 Ut = Ker(j—lde). ih 13.32 AN U — Ut, dimU—dimE/2, 
因此 13.3.4.2 表明 E = Arta, 但 HV) = U, Mü 13.67.1 2r 
f€ O*(E), 

13.674 这 里 没有 说 明 满足 引 理 假设 的 了 是 什么 样子 的 , 我 
们 没有 用 到 它 的 存在 性 ,关于 存在 性 可 参看 13.9.15 或 [S-T], 第 
238 页 以 后 
13.68 研究 计划 , 在 第 8 章 我 们 已 看 到 正 交 群 作用 在 任 一 
Grassmann 流 形 

Gga(k = 0, 1,..:-, dimE) (参见 8.2.7) 

上 都 是 可 迁 的 ; 当 dimE = 2 Wk, O*(E) 是 Abel 群 并 且 与 S 
FREUE 8.3.3 及 8.3.6);10( E) 由 超 平面 对 称 生成 ，0+(E) nui 
转生 成 ( 见 8.2.12, 8.4.6); 当 dim = 3 或 之 5 时 ，0+(E) 关于 


Re. 


T 


它 中 心 的 商 群 是 单 群 ; 最 后 在 841 里 又 研究 了 OE) 内 的 了 的 
结构 。 

对 于 任意 的 《E，9)， 我 们 将 内 研究 其 中 的 蒜 几 个 间 题 , 更 
完整 的 研究 可 参看 [S-T]， 这 对 是 初等 而 非常 有 趣 的 , 关于 一 般 
的 论述 可 参看 [B12]， 关 于 Clifford 代数 可 见 [AN], AFE 
交 属 的 单 竹 参见 [DEI]. 
> OCE) EMi Gra 上 一 般 不 是 可 迁 的 ， 因 两 个 同 维 
子 空间 不 必 是 等 度量 的 . 例如 OC, 1) CE 13.6.1) 不 能 把 使 
4i» 为 负 定 钓 直线 忆 灾 换 成 使 qo” 为 正定 的 直线 D. SAME 
的 是 F 和 F 为 等 度量 的 条 忻 已 足以 保证 在 在 1€ O(E)|/(F)= 
F, RRE Wie 定 漂 13.7.1， 一 个 有 趣 的 稍 形 就 是 极 大 完全 
育 异 子 空间 ， 共 中 还 涉及 拱 向 ， 

dimE = 2 的 情形 相当 类 似 于 欧 氏 情形 ，0*(E) 总 是 Abel 
# (W 13.8.1), [AX E= Art, 及 K — R, OHE) ARPAN 
X4 RUR: JH 13.8.3. 

Ë O(E) ER TEA SHEDP EA RERI ER ERER] 
相当 长 ， 见 13.7.12, 就 是 Cartan-Dieudonné 定理 。 

性 而 寺 论 是 很 元 长 的 ,参看 [DEI 
13.6.9 jk. iss 纠 鬼 研究 ,就 须 引 入 Clifford 代数 ,正如 
在 第 8 章 中 引信 四 元 效 一 样 .关于 Clifford 代数 ,我 们 可 把 它 与 任 
何 一 个 二 次 型 相 联 系 ,而 不 局 限于 网 氏 情 形 ,参看 [PO], LAN], 
[BI2], 


13.7 Witt 定理 及 Cartan-Dieudonné 定理 


13.71 定理 《Witt，1936)， 设 了 和 F' 是 B 的 两 个 子 空间 ， 
HF—F' EM (F, gle) 到 (F°, qale) 上 的 等 度量 映射 。 则 
在 在 jt 0(9) 使 得 jis 一 HAE, Gs, 在 Ol) 作用 下 
的 轨道 是 由 关于 9 的 限制 为 等 度 灌 的 子 空间 类 所 构成 的 、 
首先 用 如 下 方法 归结 到 F, F IRERE. di 13.3.4.1， 
* 23 * 


W F, FR F, F 的 非 膏 异 完备 化 空间 , 即 
Aoi d ou 150i A 
F=GOP D... OP, F = GOP D OP. 


Itm BOE WEE Ce, b). Ce 
KA)-Hk 把 1 扩张 为 FF. 
此 以 下 设 F, F GER 

首先 假定 dimF = dim F' = 1, Ë x€ F, y —f(2€F. 
x 拓 0。 根 据 假设 ,有 gx) = 400. x 十 3 或 + 一 》 中 必 有 一 个 
非 迷 向 ,否则 g(x + y) + 9(x — y) = 2460 + 2900-4400 = 
9) 很 据 13.6.2， 存 在 关于 (z+ y) x (i 一 y) 的 超 平面 对 
称 , 设 为 8 . 则 gr) 一 土 ?， 因 此 士 gE 0(9) 是 了 到 F 上 的 一 
个 等 度量 变 痪 。 

Ji dim F 任意 ,; 则 对 dim F 进行 递 推 , 既然 JAH 
Suh F — F. Q F, Ñ dimF, dim F, < dim F, But F, = 
K: x, the 非 迷 向 即 可 , 设 Fi = CF). 根据 递 推 的 假设 , 必 
存在 g€ Oo) 使 gjs, = f. 暂时 局 限 在 Fi 内 考察 , 这 个 子 空 
té (CF) 及 z(F,) HE fog ter.) (OF) E— F SE 
HR, WERE AEO, dies) @ Alaro fog WE 
WES E E.A f= (Id È sg Ma. 
13.72 ik. Artin 把 Wit 定 — ttl À. (opio 
ASARI, AEW] VERRE RE CEU S S dc tn 
Je Ay EE, ARS 1936 PARKEA, MANE 
理 在 各 个 领 霹 都 是 极其 有 的: 
一 一 几何 ， 见 着 面 , 多 如 19.4.6.2; 
一 一 数论 ,在 Q 上 二 次 型 分 类 时 当然 会 刘 到 这 个 定理 , 见 [SE2], 
第 IV 章 . 
13.7.3 di. 若 巨 的 两 个 子 空间 F, F' 是 等 度量 的 , 则 F^ 与 
JU 也 是 等 度量 的 。 

这 个 推论 可 能 是 出 乎 意外 的 。 为 了 熟悉 二 次 型 ， 读 者 也 许 会 


+24. 


有 兴趣 尝试 去 直接 证 明 它 。 
13.74 9j. % K = C, M) G;, 在 O(4) 作用 下 的 轨道 是 由 使 
4 在 其 上 的 限制 共有 已 给 秩 的 《 维 子 空间 所 构成 ， 见 1346. K 
划 ，0(9) 可 迁 地 作用 在 同 维 非 奇异 子 空间 上 。 
# K = RR， 有关 似 结论 ,但 9 在 这 些 子 空间 上 的 限制 有 相同 
的 符号 数 ， 见 13.4.7。 
-UE3 ^UE CH 1 个 轨道 


ERE LERE t 


0.24. 


EM, E = R, g= v + yet, 则 在 Gee = P(E) 
内 有 3 个 轨道 ， 分 别 对 应 于 符号 数 (0, 0), (1,0), (0, D. 第 14 
个 轨道 由 迷 向 锥 面 上 的 直线 构成 ， 第 2 个 轨道 由 严格 地 位 于 锥 面 
外 部 的 直线 构成 ， 第 3 个 轨道 由 严格 位 于 内 部 的 直线 构成 。 

关于 0(1, 1) 参看 13.8, 关于 0(# — 1, 1) 见 18.10, 19.2, 

20.6, 
13.25 fib. 若 一 个 完全 奇异 子 空间 不 被 包含 在 任 一 维 数 比 它 
更 大 的 完全 育 异 子 空间 内 ,就 你 为 极 大 完全 育 异 子 空 间 . 于 是 所 有 
的 航 大 完全 奇异 子 空间 有 相同 维 数 ,这 个 维 数 被 称 为 9 的 指数 ;而 
且 , 这 些 子 空间 构成 O) 的 一 个 轨道 . 

WF 和 F 是 极 大 完全 奇异 的 ;着 dim F > dim F”, MJ F= 
F, Ó Fa 其 中 dim F, = dim F', XE fe Bom (P,, P) UE 
DOCUIT SE M) k je O(2) f Île, = F EC 
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是 完全 奇异 子 空间 且 ORE, FA. 
1376 9j. 若 K 一 C，9 非 退 化 , 则 4 的 指数 = fa/2]. 这 是 因 


为 9 等 价 于 Da ( 见 13.4.6) 并 且 13.2.3.3 ETT 


= 
ERAH. 

# K — R, ç 非 退 化 且 符 号 数 是 fr，*}， 则 

4 的 指数 = int (rs sh 

应 用 13.4.7 并 且 注意 到 13.2.3.3 中 所 构造 的 子 空 间 E: 8 K 
的 ， 即 可 得 出 上 式 。 

# (E, q) = Artx， 则 ?的 指数 — s, 1323.3 所 构造 的 了 
ERAH. 
13.7.7 WE. M Wir 定理 当 导 出 一 个 意 想不到 的 结果 : mF 
是 完全 奇异 的 ， 则 任 一 J€ GL (F) BE (F, eli) 的 等 度量 变 
换 ， 从 而 afe o(4) fle = 人 举例 米 说 ,0O(4) 不 仅 作用 在 迷 疝 锥 
答 的 直线 上 是 可 迁 的 ,并 且 作 用 在 锥 面 的 点 上 记 是 可 迁 的 (也 可 参 
W 13.8.4). 

很 自然 的 会 提出 这 样 的 问题 : ARH O) "uk ota) 
Wit 定理 是 否 仍 正确 ? 回答 是 : 站 本 上 王 傅 ,一 个 有 趣 的 例外 是 
五 一 Art»。 子 空间 是 完全 将 异 子 空间 的 情形 ， 反 过 采 ,这 个 例外 
又 给 出 了 一 些 新 的 几何 驱 象 ， 参见 144, 
18 ”定理 (改进 的 Witt 定理 ). 当 0(9) 换 成 0+(9)， 则 在 
满足 下 述 条 件 时 , 13.7.1 的 陈述 仍然 有 效 : 

dim F + dim(rad (F)) < dim E, 
否则 不 再 有 效 。 更 精确 地 说 ， 对 于 使 
dim F + dim(rad(F)) = dim E 

以 及 fe OCD) RBEE— F 5 f, 不 存在 使 glz = 用 的 z€ 0+(F). 

首先 设 F 使 得 dim F + dim(rad (F)) < dim E, BFH 
ERRAL F O 13.3.41). ieh 

f€ lsom (F;F), 

B 1374, 存在 fe 0(9) (b Pl — 1. 车 je 0+(9)。 则 不 需 再 证 ， 
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AM, HARRIS z€ F^, Br GEXCTEDEQE xt NAT. MU 
gle = dr, g€ Oc (0), Ni fege 0t(2) HERR. 
现在 设 dim F + dim(rad (F)) = dim E, je O(q), MA 
EOC), gle = fir, M gof 513.6.7.2 XB. 
HAE Sb EH O*(4) 在 Gra 内 的 轨道 的 情况 .这 
GU TERRA H. 
129 E. Gea 在 O+(2) 作用 下 的 轨道 与 在 0(9) 下 的 轨 
道 相 同 。 伍 有 唯一 的 例外 :已 一 Arty 尖 一 5 这 时 0+(4) 作用 
在 Gs,， 的 由 一 切 完全 奇异 子 空间 构成 的 子 集 上 恰 有 二 个 轨道 . 
首先 考虑 不 是 例外 的 情形 , 白 13.3.4.2, 存 在 非 迷 向 的 x € F+, 
则 若 pe lsom(F; F), 1371, WE feol) 使 fle =i. 
# fe 0+(4)， 则 不 需 再 证 ;否则 ，#e o-(2). 如 果 把 关于 超 平面 
z^ 的 对 称 记 为 h, MU foke Oa) B. (oh XF) = AAD = 
İCE) 一 F' IUEI E = Artus F 是 完全 奇异 的 , 则 根据 13.6.7.1， 
O*(4) 确 有 二 个 轨道 
137.10 ” 例 ， 第 一 种 要 考虑 的 情形 是 E = Art. 据 13.2.3.1， 极 
大 完全 奇异 子 空间 是 两 条 迷 向 直线 。 记 为 工 及 L BR 97 (0)= 
IUJ 关于 0(9) 稳定 .但 13.7.9 允许 把 OC) (相应 地 ，0-(9)) 
AUDE 
f€ 0+(9)( 相 应 地 : 0-(9)) 38 IU) = 1 GB: JO) = D. 
BD f 使 得 各 个 迷 向 直线 稳定 (相应 地 : 置换 这 些 迷 向 直线 )、 我 们 
可 与 8.8.6.4 相对 照 并 参看 13.8, 


图 13.7.10. 


接 下 法 的 情形 是 E 一 Art,， 它 导致 下 述 有 趣 的 结果 : 当 在 射 
影 空间 P( E) 内 作 和 解释 时 ,这 就 是 与 二 次 地 曲面 p( q '(0))CCP( E) 
的 两 族 直 线 ( 有 时 被 称 为 母线 ) 有 关 的 结果 ， 见 14.4.1，. 上 图 是 作 
在 PCE) 内 的 。 

13.7.11 推论 . 设 了 是 E = Ari, 的 完全 奇异 平面 的 集合 ，H, 2 
是 T 在 O*(4) 作用 下 的 两 个 轨道 ， 则 

G) 对 的 任意 迷 向 直线 D《 即 完全 奇异 直线 ), 存 在 唯一 的 
P en 及 唯一 的 Sez, 使 得 DCP, DCS; i 

(ü) YPE NWSE E: dimP NS — 1 (B0 P S E— | HE 
RN: 

Gü) VP, P'E NYS, S E53:PNP —0 R PeP, SNS" 一 0 
R s= $, 
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137111 4885 13.7.9 PEREA, #46 137.5 应 用 F =D 
以 及 PEN 或 SES 内 的 尾 一 迷 向 直线 F', 可 知 任 一 迷 疝 直线 
DD 可 波 包 各 在 一 个 Pe 了 或 一 个 SE, 剩 下 要 证 P (以 及 5) 的 
唯一 性 : VERE D — DG G, G 是 一 个 平面 且 含 有 迷 向 向 
最 ,例如 GAP。 人 队 而 (13.2.3.4) G 是 Arin PH, "le BS ACIE 
RÉ RCI 13.7.10), ZEEP NGK SNG. 

d Pen, sez REM. BE PNS —0, rEP\O, GE 
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dimt 3, dig ye 0, y S162), ET m Kon KY. 
完全 奇异 ， 由 于 了 与 了 相交， 由 G) 表明 Tec, m Tem, 
REMA. T Cu) 可 从 G) 得 出 。 
13.7.11.2 ”初等 的 证 明 。 把 三 的 坐标 记 为 x, y, z, r. HE 
Xd q= 24y 十 Im, 我们 可 找 出 如 下 的 完全 奇 虹 平河， 一族 是 
IX ur, Ry dM, 


另 一 族 是 ; 

2x 一 一 pz py= 12, 
AX Q, &)5€ (0，0)， 很 易 验 证 性 质 《〈i)，(i) Gi. 
13.712 定理 (Carten-Dieudonné), Æ— je 009) 是 至 多 
# = dim E 个 超 平面 对 称 的 乘积 。 

仿照 8.2.12 的 证 明 。 对 ” 作 递 推 ， 如 果 存 在 使 GO — z 的 
非 迷 向 z 或 存在 * 使 f(x) — x 非 迷 向 DUAE 852 38 SE TI zt 的 
AFRO 13.66.) 或 借助 13.6.6.2 即 可 以 一 1 过渡 到 2, 

只 剩 下 一 种 情形 ， 对 任 一 非 迷 向 的 z, f(x) 一 x 总 是 迷 向 的 。 
但 由 13.6.7.3 HI fe 0*(4),E = Artu, URI # = dim E 
是 偶数 ， 设 16 O7 (4) 是 任意 的 超 平面 对 称 ， 则 因 rf €07(0), 
我 们 可 对 它 作 递 推 ,得 spon, En, TE £m noon, 
现在 只 要 证 £n — 1, 但 dej 一 (一 Dtt。 fe O9) XH» 
E, DE k = n 是 不 可 能 的 。 

13.7.13 推论 ， 若 dim E — 2, M O-(q) 由 关于 非 迷 向 直线 的 
对 称 所 构成 ， 
137.14 注 

13.7.14.1 可 以 研究 8.4.6 的 推广 ， 参 看 13.9.14 或 [ST], 
332 TR. 

13.7.14.2 ”如 想 研究 0+(9) 【关于 其 中 心 的 商 群 ) 的 单 性 ,可 
BE [DEI] .对 07(9) 的 换 位 子 群 的 研究 可 见 IDEA] 或 [S-T] 
对 07(9) 的 中 心 以 及 欧 氏 空间 相似 性 的 推广 研究 也 可 参看 [DE1] 
或 [S-T], 

13.7.14.3 $10 的 推广 当然 是 面向 OC», C) 及 OG, 0 的 ， 
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参见 13.6.1， 俱 这 里 不 会 得 到 比 8.48 更 多 的 东西 , 这 是 因为 
O(.C) FT 
O(a) x Ron, 
而 o, O AET 
O(r) x O(s) X R"; 
Kas LER RÉ HR H8 30, 58 — RRRDE HT S RUBRI mi [CY], 16 
页 .这 实际 上 是 下 面 的 一 般 定型 的 特例 : 任 一 李 群 是 紧 李 群 与 向 
量 空间 的 拓扑 积 , 参 看 [HN], 234 页 及 240 页 的 注 ， 初 等 情形 
O(1, 1) 将 在 13.8 内 研究 。 
13.7.14.4 ”也 可 探索 与 84.5 846 类 似 的 结果 ， 即 TT 
分 解 成 对 称 ( 或 角 转 ) 的 乘积 的 最 小 个 数 。 为 此 可 见 [S-T1, 255 
页 及 260 页 或 [AN], 186 页 ， 在 13.69 里 已 经 指出 , 对 Ola) 
的 更 精确 的 研究 必须 用 到 Clifford 代数 ,这 种 代数 本 身 地 也 是 当 
前 的 基本 数学 概念 (代数 锯 扑 ，K 理论 ， 敏 分 算 子 )、 一 般 的 参考 
文献 是 [PO], [AN], [BD2]; HA TSI [A-B-S) 及 
[HU， 第 144 页 以 后 ， 


13.8 ”二 维 的 情形 : Artin FH, O(1,1) 


| tip dim 8 一 2， 仍 假定 4 为 非 退 化 。 ! 
13.8.1 命题 , (i) OHE) 是 Abel 的 ; Gi) O-(E) 由 关于 非 
RE ARAKA, Gü) 对 任 一 EOE), g€ 0-(E) 有 
gg = r, 
Gi) RÆ 13713, 设 f£ €O*(E), g€ OC (CE), 因此 , efe 
OTCE), i£ f= gg, Heo g, reo. MWh Gi) n 
gg" = idz, 
Wit efe" = ggg g n gg gg mg Y! = pa, 
RAR j, '€O* (E), W O7 CE) 中 任意 一 个 g， 根据 Gi) 
可 得 
Tf = G8 7) Gf 787) — gQ717)8? = DE = fj 
3. 


| 01 
182 $H. Ú Ec Av Lema iie (S) 
CIL 313.5), RI F SETA UUERE AIR. 


teoctesa- i ronne (5 e) aem. 


0k" 
HIL Ota) 同 构 于 K*. 

13.8.2.1 ”我们 注意 到 这 个 同 构 与 基 有 关 . 车 想 使 它 不 依 下 于 
基 的 选取 ,只 须 取 定 一 条 迷 向 直线 , 当 OK 一 R 时 ,这 相当 于 给 EE 
定向 ， 与 定向 的 关系 如 下 : 设 rel, ve], HÆ Rex 5 R. y 
包 的 角 状 区 域 出 9 > 0 KOERREN, ME (x, yy 是 一 个 定向 
基 ( 见 8.7.5.4)。 

为 证 13.8.2, 利用 13.7.10. À FEOT), WBR IO = T, 


D=) Wm am (1) idej mio no aseo 


e.a shar TS R 
13.65, 

现在 我 们 来 研究 当 — R 时 ,对 Art, 来 说 8.6 与 87 会 变 
碱 怎 样 。 这 就 涉及 到 群 0(1，1)， 当 然 可 能 相关 一 个 同 构 CL 
13.61), FX K GR HZ" Ola) 的 研究 可 见 [S-T], 第 
271—310 页 或 [BI2], $ 160—175 Ti. 

在 本 章 最 末 这 几 字 ,假定 (E, 2) = Arn, K — R. | 
13.8.3 O(E) 的 拓扑 。 正 时 旋转 


1382 MTS 
Ratr( Je ERA (° ler 


PHRRESHSIOSE ERARA OCE) 有 4 个 连通 分 支 ,每 一 个 
BAT RI. 把 OCE) 的 单位 元 的 连通 分 支 子 群 记 为 0E), 
它 的 元 素 称 为 的 正 时 旋转 ， 关 于 13.8.2 的 基 ， 正 时 旋转 的 矩阵 


是 形 如 人 e) 的 , 其 中 > 0, 
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15.84 轨道 rH 4 能 取 >0 以 及 <0 的 值 , 故 OLE) 在 Ge: 
上 不 可 迁 (Hl 13.6.8); 但 根据 13.7.9 或 者 对 目前 这 种 特别 简单 党 
形 的 直接 考察 ,我 们 知道 O-CE) 作用 在 使 > 0 的 直线 上 都 是 可 
HERO. 图 13.8.4 表示 OU) 在 内 的 轨 首 ,轨道 上 的 包头 标明 
当 (i qo) PI EEE RE SAA 0 间 到 十 oo 时 ,各 点 的 运动 方向 ,这 
时 的 基 是 已 取 定 的 《 见 13.23.1 或 13.85). 几乎 所 有 办 道 都 是 双 
线 这 一 事实 说 明 双 曲 平面 的 名 称 也 有 它 的 道理 〔 但 我 们 不 采用 
这 个 术语。 参见 13.1.4. 人 )， 另 一 方面 这 一 事实 也 证 实 了 “ 双 曲 几 
何 ” 这 一 名 词 的 仿 理 性， 这 一 几何 是 与 上 述 情况 及 其 推广 相关 联 
的 . BUE 13.8.9 及 整个 19 章 . 

从 图 上 可 以 看 出 Ot*(E) 在 Gs, 内 的 轨道 有 4 个: 两 条 过 
向 直线 ,以 及 使 9 > 0 的 直线 和 使 4 < o 的 直线 ;其 证 明 是 显 而 易 
WR. OHE) 作用 在 半 喜 线 的 集合 上 有 8 个 轨道 : 除了 4 OR 
向 半 走 线 外 。 还 有 就 是 由 迷 向 直线 所 确定 的 四 个 开 象 限 ， 此 外 。 
O*CE) 作用 在 例如 9 > 0 的 半 直 线 集合 上 是 单 可 迁 的 ; O+*( E) 
作用 在 已 给 开 象 限 肉 的 半 直 线 上 是 单 可 迁 的 ， 作 用 在 例如 9 > 0 
的 直线 集合 十 也 是 单 可 迁 的 。 


图 13.8.4- 

13.85 角 ， 我 们 可 以 照搬 8.7 EE ARDEX TILKA OHE) 

的 半 直 线 间 或 直线 间 的 有 向 角 的 理论 ， 我 们 扫 这 一 工作 留 给 读者 
32 。 


去 做 .不 过 与 8.3 类 似 的 结果 这 是 值得 一 提 , HA EUR 19 sis CI 


| 用 到 ， 我 们 想 要 度量 巨 为 9 OUR 
BA R> Oo(E), GEMMER R 到 OHE) MA 


里 比 83 容易 得 多 ， 取 定 严 的 一 个 基 合 了 toes (^), RS 
(rib AGE e RE 


线 设 为 1， 另 一 条 为 J. HD ye Ot*(E) 


m ($ r ke Rt Ge PRISE R ARI 
PR DER rime e, IS 847 的 相反 ,这 里 的 中 
HERH, 


对 于 已 定向 的 BE， 在 4 0 的 两 条 直线 间 的 角 AX RER 
RISO p Aib n d A — (A), BERE, ). 


令 人 感 兴趣 物 是 这 个 度量 可 价 荔 干 交 比 用 生 必 形 的 方法 计算 . 
13.8.6 dE UI, J LEE MED GUB RERUOATRLELAR, ET 
9 >9 的 任 两 条 直线 À, A, 

度量 (AA') 一 ; lg CLA, A”, J, 11), 


这 里 的 交 比 是 定义 在 射影 直线 PCE) 内 的 。 

与 Laguerre 公式 (网 8.8.7.2) —4E, 13.8.6 的 公式 可 直接 从 和 矩 
ko " 
EC e) X663 8H. 
13.87 MÉEBSZMA, 与 8.6 内 元 向 角 类 似 的 概念 是 什么 9 
按照 887.4, 对 9 > 0 的 两 条 直线 , T 


2 


13.8.8 Bs = + lbg ([A, A, J, mi 

由 6.3.1, 这 个 定义 只 与 《EF，9) 有 关 ,而 与 迷 向 直线 L J 的 选取 
EX. 我 们 总 有 AA' = |KA' | 且 读 者 可 验证 是 在 4 >o WE 
线 集合 上 的 一 个 距离 . 此 外 ， AX. + NAT — AA” 当 且 仅 当 在 
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8.25.2 的 意义 下 A' GET ^ A” 之 间 ( 见 681 H3 87.5.3 H 
B). 


do 1.8.8. 


RUF 8.63, 有 一 个 更 简单 的 方法 定义 AA! .为 此 我 们 将 用 
到 双 曲 三 角 ,更 精确 地 说 ,是 函数 Arc ch ("BOBO AGAT), dE 
义 在 0.5 节 中 普 经 提 及 。 我 们 有 下 述 命题. 
13.89 命题 . 设 A, A 是 9 > 0 的 两 条 直线 ， 则 对 £ e ANO, 


peano Hg EE) D 目 有 
N GNE! 


对 使 9 一 ey HOME Em (a, 0), Em (2, P), B 
P(E, E) 一 ab + a'h 
MIGNE 
这 个 量 显 然 >1. BUB A — LA)，; RERE? ME 
4 = za, ⁄ om eb, 


从 而 


一 PE 十 
VIEW at) 2 


DEED 
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1391 ae YU, AREE rad (9)， 证 明 9 以 自然 方 
式 在 商 向 量 空间 E/rad(q) 上 定义 了 一 个 二 次 型 , LIEGE EE 
退化 的 。 

13.9.2 对 E* 的 有 限 族 ioi) 以 及 纯 量 € K*, 试 研究 二 次 型 ， 


Dle; 的 秩 及 根基 ， 


13.33 设 丰 是 二 的 子 空间 ， 若 子 空间 ?满足 VOF, V dps 
H dim V = dim F + dim (rad (F)), EIV XEAN 13.3.4.1 
的 . 
13.94 ”把 二 次 型 的 分 类 归结 为 非 兴 向 型 的 分 类 癌 
13.9.5 ” 试 说 明 在 13.4.8 RERO RE AURA 
性 型 ， 且 这 些 型 的 个 数 等 于 4 的 秩 ， 
13.96 化 简 了 = 一 xiz + zn 十 … + z. Een, 并 讨论 它 的 
秩 . 
13.37 研究 13.4.8 能 否 用 米 证 明 13.4.1, 并 其 体 说 明 这 个 对 应 关 
R. 
139.8 Kip R 上 的 二 次 型 : 

x! oy! + + Ë) + zz + xt + zt; 

AP + yz + zr + xy + ufr + y zie AR x): 

42 + 3y! + 92 + Bxz 十 4xy + tyr + Bertar ihi). 再 

EH ETARA 13.1.3.6). 

13.99 对 KK 一 Q E a—dmE-—l, IBHETEXIREAR S 
ER (E, a), 
13.9.10 证 明 若 n—= 1, K EARR, 则 恰好 在 在 三 类 二 次 型 ， 
13.1) WHE K=R, n> 3 县 两 个 二 次 型 9 与 4 满足 q(x) 
+q(z) > 0 V x 妆 09， 则 它们 介 许 有 一 个 公共 正 交 基 ， 
13.9.12 ”用 式 子 明显 地 写 出 OG, 1) 的 年 阵 的 16 个 元 素 应 满足 
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13913 讨论 0(9) 及 Ota) 的 站 心 。 
13.9.14 证 明 O*(4) rug; 
13.9.15 证 明 若 fe O(E) 满足 13， 6.7.3 的 候 设 ， 则 必须 有 E= 
Art。， 再 证 明确 实 存在 满足 13.6.7.3 的 很 设 的 f. 

13.9.16 证 明 OCE) 不 可 能 是 交换 的 ,惟一 的 例外 是 E = Art, 
并 且 开 是 只 含 三 个 元 素 的 诚 。 
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第 14 章 射影 二 次 超 曲面 


在 历史 上 ， 射 影 二 火 超 曲面 是 作为 二 次 越 曲面 的 射影 完备 化 
而 出 现 的 ， 并 且 是 以 仿 射 欧 氏 圆锥 曲线 开 其 先河 的 ， 现 在 的 冰 述 
次 序 丛 好 相反 ， 射影 二 次 超 曲 面 被 定义 为 在 射影 空间 内 与 向 量 空 
间 的 一 个 二 次 型 相关 联 的 对 象 ， S ik d xm ad k k eX 
i dris. 

在 某 种 意义 下 ， 我 们 可 以 说 射影 二 次 起 曲面 的 理论 是 重典 于 
一 本 词典 从 二 次 型 的 理论 翻译 出 来 的 ， 而 这 本 词典 中 的 定义 我 们 
要 在 这 一 草 中 勾 步 给 出 实际 上 这 一 章 和 下 一 章 中 难点 很 少 ， 但 
它们 的 存在 又 是 合乎 情理 的 ， 国 为 仅仅 有 一 本 词典 是 不 足以 使 人 
能 讲 流利 的 外 语 的 。 像 14.5.4.3 那样 的 结果 ， 对 某 种 实际 问题 已 
经 显得 很 有 必要 ,这 就 是 本 章 仍 占 相当 篇 幅 的 原因 .在 第 16 章 里 
将 利用 已 移 造 的 工具 以 证 明 更 隐藏 的 结果 . 

基本 的 思想 是 我 们 可 以 在 射影 空间 内 定义 所 有 源 自 向 量 空间 
及 二 次 型 的 概念 ,只 妥 这 些 概念 与 菲 零 数 来 无 关 , 在 给 出 第 一 批 定 
义 后 ,14.2 节 用 到 了 已 姑 射影 空间 的 二 次 超 曲 面 本 身 构成 一 个 射 
影 空间 这 一 事实 ;作为 其 特 款 的 二 次 超 曲 面 束 的 概念 以 后 在 第 16 
说 里 是 很 基本 的 内 容 。14.3 节 在 基 域 是 实数 或 复数 域 的 情形 下 研 
炎 超时 面 的 造型 的 直观 的 性 项 ， 正 如 我 们 在 43 节 对 实 和 
SERO EIL — ER. 在 14.4 中 考察 三 维 的 情形 以 及 所 谓 
“ 直 纹 ”二 次 曲面 的 情形 ， 以 极其 简单 的 方式 从 几何 上 来 给 出 它们 
的 定义 。 

14,5 和 14.6 SES, SE EAE, 关于 一 个 二 次 超 曲 面 的 配 极 变 换 的 
概念 在 应 用 中 是 很 基本 的 。 实际 上 我 们 在 过 论 凸 集 时 已 在 ILLS 
TGiriblid em. 

TR LOUER 16 章 中 更 详细 地 进行 研究 。 
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在 整个 i” EE, BE E ERER DIRK LARE 
1 稚 向 量 空 疗 . 与 相关 联 的 闭 影 空间 记 为 P(E), p:E\0->P( EY 
是 典范 投影 , 记 OE) 为 互 上 二 次 型 的 向 曼 空 间 ; 若 9? 是 上 二 | 
次 型 , 则 将 它 的 极 型 记 为 P, 而 上 且 我 们 总 假设 dimP(E) = a > 1, 


141 定义 及 例 


设 ge 8(E)， 如 果 把 9 HUE kg, Re KR*， 则 它 的 去 掉 0 后 
AHEHE PE) 内 的 投影 Pa CONO). 并 不 改变 ,这 就 启发 
我 们 引 人 向 县 空间 QCE) 导出 的 射影 空间 PQUE) — P(Q(E)). 
请 注意 , 当 4 换 成 kq Bd, d 的 秩 、 指 数 ( 见 13.2.1. 13.75) 以 及 
它 的 根基 都 不 改变 。 这 就 乳 致 以 下 的 定义 。 

14.11 定义 ， 我 们 把 PQUE) 的 元 素 4 称 为 PE) 的 (射影 ) 二 
次 超 曲面 。 “的 象 im (a) 是 

im (a) = plg '(0)N0), 
其 中 p(4) 一 a。P(E) 的 二 次 起 曲面 全 休 所 成 的 射影 空间 就 是 
PQ(E), Ei # 一 2 时 “也 称 为 圆锥 曲线 。 落 p(9) = =, Na 
是 “或 im (a) 的 一 个 方程 ， 阁 a 的 一 个 方程 非 退化 ， 划 称 二 次 
起 曲面 < 是 正常 的 。o 的 秩 或 畜 效 就 是 它 的 菜 一 个 方程 的 秩 或 指 
数 。 如 果 有 一 个 方程 是 退化 的 ， 就 称 此 二 次 起 曲面 是 退化 的 。 
14.1.2 注 。 以 后 我 们 不 再 每 次 指明 “g 是 “的 一 个 方程 ”, 凡 是 写 
Js Tse BEI a, ac KHE. 

由 于 “一 0 CER. dh PE 1 的 。 
14.13 例 

14.13.1 49 非 迷 向 , 则 im (e) = @ ， 正 如 在 欧 氏 空间 里 的 
?一 外 .让 一 样 。 但 这 不 能 作为 一 个 到 直 ,就 此 不 再 讨论 二 次 越 虹 
面 e 子 。 尤 其 是 它 的 极 型 P， 还 是 很 值得 讨论 的 ， 参 看 0652.0, 
与 此 相反 的 是 万 为 代数 闭 域 的 情形 ， 这 时 恨 据 13.7.6, im (a) 
d Va € PO(E)Vn > 1, 

14132 命题。 设 + — 1, o 是 二 次 起 曲 商 .车 秩 (o] 一 |。 
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W im (e) 合 一 个 点 , 若 秩 (a) 一 2、 则 或 者 im (e) 一 @ , R 
im (e) 含 2 个 不 同 的 点 ,此 外 若 o^ 是 PE) 的 另 一 个 二 次 起 曲 
面 , 如 果 im (e) = im (0), B im (a) e ø, Wb o = z', 
只 需 应 用 13.2.3.4 及 13.2.3.1 即 可 。 
. AD 
im) 


P(E) 
rang 


— 9 
Æ 144.3, 

14.1.3.3 遗传 性 。 设 "是 PE) 的 二 次 超 曲 面 ，5S 一 p(F) 
是 P(E) 的 射影 子 空间 ， 则 车 F 关 于 9 不 是 完全 青 异 的 , RIED 
可 定义 a Ej S 的 交 为 二 次 超大 面 xf158， 它 是 以 限制 gle 作为 方 
程 的 二 次 超 曲面。 当然 我 们 有 
im (a §) = im (oO) NS, 
与 此 相反 ,若是 完全 奇异 的 , 则 SCim(w)。 其 逆 亦 真 。 

14.1.3.4 与 丰 线 的 交 ， 把 14.1.3.2 与 14.1.3.3 合 在 一 起 ， 妈 
可 得 出 以 下 事实 。 Wk ne PQUE), D 一 p(F) 是 PCE) 的 一 条 家 
f DC im (a) 当月 仅 当 下 是 完全 奇异 的 ; DO im (a) 仅 含 一 
个 点 当 且 仅 当 是 奇异 的 伺 又 不 是 完全 衣 异 的 ;否则 DN im (e), 
EZERA? 个 点 ， 特 吕 中 #(DNNim (a)) 23 可 导致 DC 
ma), 

14L35 E. D S= pF) E PE) MOTOS), FX 
Fa, 则 称 下 与 二 次 超时 而 “ 相 即 ， 对 任 一 mim (a)NS, 
WK F E e JT m. 着 “是 正常 的 m€dm (a)， 则 称 使 p(<) =m 
的 射影 超 平 面 pn) C, 133.1) 为 与 < 切 于 mw 的 超 切 平面 。 

1413.6 (Pp 14.1.3.4, 要 使 射影 直线 DD 与 « 相 切 ,必须 且 只 须 

{DN im («)) 152 > 3, Met, 5o 团 于 * 的 超 平 
面 是 所 有 与 “ 相 切 且 含 * AREFE, 这 是 因为 由 14.1.3.4 可 
^u, RE DC im (e), 或 者 DNAD 一 {x)， 从 而 在 两 种 情形 里 
# DDD: z, (3131312, 有 (DND C^, B (DtUDYC 
c^, 特别 有 DC x+, 
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14137 我们 用 二 次 超 曲 面 的 语言 重新 解释 955, AXE 
网 氏 仿 射 空间 ,二 次 型 We 是 闷 上 范 数 的 复 化 , 则 Ne 属于 OC) 
HELER PCR) 的 一 个 二 次 超 曲 面 , 它 的 象 称 为 X 的 脐 , N 是正 
HEJ, SM dim X = 2 时 由 2 个 点 构成 ( 见 14.1.3.1 及 14.1.3.2), 
称 为 X 的 循环 点 。 

14135 同 构 下 的 象 . 设 E, E' 是 两 个 向 量 空间 , f 
Isom(E; E), 与 它 相 关联 的 同 构 是 : 

1€ hom (P(E); P(E')) ( 风 4.5) He EPOCE). 
所 谓 a 在 f 下 的 象 是 PE) 的 一 个 二 次 超 曲 面 , 它 的 一 个 方程 是 
(CD)*(g)( 见 13.1.3.9), 这 里 9 是 a 的 一 个 方程 ， 把 这 个 象 记 
为 Ko). BELTE 
[im 09) —1 Gm G) ] 

作为 特例 ，P(E) 的 射影 群 GP (E) FAE PQ (E) 工 ( 而 且 不 
需 象 13.1.3.9 中 那样 颠倒 其 运算 规则 )。 
1414. 写法 及 具体 的 计算 。 

14.1.4.1。 我 们 将 利用 与 的 一 组 基 (e) 相关 联 的 齐 次 坐标 
( 见 4.2.3); 8 4 是 9? 关于 这 个 基 的 放 阵 (网 13.1.3.6), WÜ im (e) 
就 是 满足 


‘XAX = D) aitz = 0, X= 
e 


x 


的 点 X — (m, nte x) 的 集合 。 

JL142. 由 13.2.2.4，z 是 正常 的 等 价 于 det 4 0, Hie 
TAE PQ (E) 内 的 退化 二 次 超 曲面 构成 一 个 # 十 1 次 代数 超 
曲面 。 

14.1.4.3。 关于 下 的 一 个 己 知 某 设 4 是 9 UMR, SEFE 
GL(E) 的 矩阵 ， 则 根据 13.1.3.10 及 14.1.3.8, (& Ie) 的 一 个 方 
RUBROS SAST, 

14.15 K=R 或 C 时 二 次 超 曲 面 的 分 类 、 这 涉及 找 册 PQ (E) 
. 75 
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IERI 
e» 


to) 


ox 


Orge RS CO y 


otre Gn) 


ene 


在 按 14.1.4.8 所 定义 的 GP (E) 的 作用 下 的 轨道 。 但 13.5.6 及 
13.4.7 已 给 出 GL CE) 作用 在 Q (E) 上 的 轨道 ， 有 旦 GPCE)— 
GL (E)/K* Ide ( 见 4.5.9), 剩 下 的 就 看 一 下 K* ide 怎样 作用 在 
QCE) 的 轨道 上 ， 硅 复数 域 的 情形 , 秩 关 于 g> kglik ect) 是 
AE, Wii PQ (E)》 内 的 轨道 不 少 于 OE) 内 的 轨道 ,但 当 
K = R 的 情形 相反 ,这 时 , 25 的 符号 数 是 (r。 0, MU 2 <0 
时 à. 的 符号 数 是 G, r). AERIS: 

14.1.5.1 定理 . 4 K = C 时 ,在 GP (E) 作用 下 P(E) 的 
二 次 超 曲 面 形成 a +1 AGE, CMAR &1< k<xn+1 fE 
为 指标 .当天 一 时 , PCE) 的 二 次 超 曲 面 的 轨道 以 整数 偶 (r, 5) 
作为 指标 ， 其 中 


1Ss<r<n+l; 
作为 特例 ,有 [HH] + 1 种 正常 二 次 超 曲 面 (其 中 [,] 指 整数 部 


2). 

14.1.5.2 $, 我 们 在 这 里 当然 可 以 跟 13.4.3 中 同样 地 进行 讨 
论 。 

在 实数 的 情形 ， 据 13.7.6, 我 们 也 可 用 秩 及 指数 对 轨道 分 类 ， 
因为 秩 (q) 一 > 十 *， 指 数 (2) = :. 

1415.3. 例 ， 若 天 是 代数 闭 域 , 则 正常 二 次 超 曲面 仅 有 一 个 
轨道 。 

XPK-RGGS 一 1， 则 有 3 种 类 型 : (0, 1), (0, 2), 
(1，1)， 它 们 分 别 给 出 : TA, BE, 2 个 点 。 若 n= 2, #5 
RAUS (0, 1), (0, 2), (1, 1), (0, 3), (1, 2), 它们 分 别 
给 出 :一 条 直线 ( 称 为 双重 直线 ), 一 个 点 ,2 RER ZR AGE. 
常 圆锥 曲线 。 若 # 一 3， 有 3 类 正常 二 次 曲面 (0, 4), (1, 3), 
(2, 2), 它们 分 别 给 出 ， 空 集 ， 以 及 2 类 二 次 曲面 。 关 于 n 一 2 
BP) (1, 2) 的 拓扑 及 # 一 3 时 全 (1。3)，(2，2) 的 拓扑 请 参 
见 14.3.3。 

14.1.6 ”零点 定理 


"s 


141.61. Dk E iml): PQ (E) > @(P(E)), 这 里 
4E) 是 POE) ÉLHT-HEISSER ARR iaia DR, 
次 超 助 面 的 定义 14.1.1 RABEKA. oet uo 9 382: 
和 一 个 几何 的 定义 相 一 致 。 不 过 在 一 般 情形 下 并 非 如 此 ， 例 如 项 
E—R, JEA qe +9 K gnr ty 的 二 次 超 曲 面 有 
相同 的 象 , 即 射影 坐标 为 《0，0，1) 的 点 ， 但 这 两 个 方程 代表 不 
辣 的 二 次 超 曲 面 。 尽 管 如 此 ， 我 们 有 以 下 定理 。 ` 

14162 定理 。 若 及 是 代数 闭 域 , 则 

im ( ` ): PQ (E) > #(P(E)) 
是 单 射 。 

设 4,9 E PCT CO)\O) = PONO), H 14131, FHE 
z€ EN0 fË qGO 关 0. 必 要 叶 用 一 个 常数 科 q', 即 可 假设 e= 
q(zy, W y € ENO (E ply) ~ p(x), 并 把 射影 直线 (060, PO) 
记 为 D. i8 141.32, HT Dim (p(g)) = Dim Cp(4)), 就 
E ND =A ND; 作为 特例 ， 

ZG) _ LOREN 

"e 4G) ` 
MEZAREN ER QOUPOUHORÜS- RER, 14162 仅 是 
它 的 一 个 非常 特殊 的 情形 . 可 参见 [ENT 第 21 页. K — R 的 情 
TE 148.9, 
1417 ” 约 化 为 非 退 化 情形 这 一 小 节 里 要 从 几何 角度 用 象 
描述 13.2.2.6 的 结果 .把 p (rad (9)) 的 点 称 为 二 次 曲 而 的 奇异 4 
它们 的 集合 是 一 个 射影 子 空间 , 称 为 “的 根基 。 实 际 上 ,车 关于 一 
个 基 (e) 有 ge 4， 这 就 相当 于 求 邬 使 AX 一 0 的 列 向 县 x, 
即 4 的 特征 信 为 0 的 特征 向 是 ,也 即 21 an = 0 Vi 的 解 或 方程 


组 8g18x = 0 的 解 ( 见 13.1.2). 

设 E= rad (4)DG 是 一 个 直 和 ，4 是 4 的 根基 , 即 4 一 
Plrad (q)), B 是 在 P(E) 的 子 空间 p(G) 内 由 方程 gle 所 对 应 
的 二 次 超 曲面 的 象 , 则 4 和 8 是 P(E) 的 两 个 子 集 ,。 若 B — @, 
LE im (e) = A, # B& %, 则 有 以 下 命题 : 


tH 


1417.) QE. o WREDA WU DA B 26 DG SE T 
也 就 是 说 PCE) 中 一 切 使 mec 4, n€ B 的 射影 直线 《my n) 的 
并 集 。 

Ek xEE\0 fE p(z)€ im (a), Bl gŒ) = 0, ii x = y + z, 
y€rad(g), ze G. MJ 

0 = gl) = gly + z) = 4C) + 2P(y, z) + gl) = gx), 
Bity 可 是 rad (9)》 内 任意 向 量 , z TE 9 (0) 内 。 


ËD ug... 


14.7.2. 例如 , 若 dim (rad(4)) — 1, Hl im (a) 在 P(E) 
闪 基 一 个 真正 的 锥 而 ,其 顶点 是 点 p (rad (q)), RIRE pG) 的 


全 T^ 


图 i4.1.7.2. 


TEM 


正常 二 次 超 曲 面 的 象 B. Vue af PE) 的 正 
RÉ, mik im (a) 的 一 点 ， 设 互 是 与 e WJ mia E 
面 ,我 们 想 要 知道 ~ a 8 aNH 是 怎样 的 〔 见 
15.3.3. 及 14.1.3.5)。 由 13.3.2，98|,-im 的 根基 尾 一 维 的 , RE 
im (e IH) EHAA, RAE m, WEER KHR M. 

X s= 2, Min (NH) 409— 8 mi i — 3, im (a QH) 
或 者 缩 为 一 点 m. RADHAN mb N 28 AF1 PRR) GIE 
能 从 1113.2 得 到 )。 上 述 两 神情 形 确实 出 现在 图 1415 的 类 
G, 3) 及 (2, DOL 


» 


142 PQ( 尼 ) 的 子 室 间 ;二 次 超 曲面 束 


从 13.1.3.6 可 知 dim oq. Cn on CBA 3240), 


因此 有 


14.2.1 i. FOUR) + l, 


作为 特例 ,车 2 一 1,2, 3, iz RRI 2,5, 9. 
1422 命题 。 设 mecPCE), Ui 
H(m) — {a € PQ (E): m š im (o)) 
是 一 个 起 平面 . 
车 记 mw 二 plx)，a 一 p(49)， 则 条 件 mEim (a) 等 价 于 
9(*) = 0, 这 个 关于 9 的 条 件 是 线性 的 又 是 非 平凡 的 ,因为 xss0， 
1423 ib. W (ms. 是 PE) Yu, ME (e € PQ (E): 


m, € im (a)Vi]  POCE) -ATAN Roi oU 0 


作为 特例 ,过 PE) geta 个 点 至 少 有 一 个 二 次 起 胃 而。 


1424 $L 过 射影 平 而 上 5 个 不 同 点 至 少 有 一 条 遇 锥 邮 线 ， 在 
16.1.4 内 将 详细 说 明 其 必 ETAT A: 设 s=, 


45 


b, D', D" 是 PE) 的 3 条 直线 , 则 至 少 在 在 一 个 二 次 曲面 "使 
im (a)DUD'UD”"， 其 实在 每-- 条 直线 上 各 取 3 个 不 同 点 ， 由 
1423 及 14.1.3.4 的 结果 就 可 得 出 上 述 结论 ; 


-一 一 一 一 
"m 
ph p° 222 


n=3 
图 142.4. 


14.25 注意 ，PQ(E) 的 超 平面 并 不 部 是 形 如 14.2.2 J, RIE 
在 14.5.4.6 重新 回 到 这 个 问题 上 来 . 

汉 下 的 内 容 尽 管 简单 ， 但 它们 在 几何 上 有 很 多 应 用 ， 例 如 
16.5.3 17.5, 
14.2.6 定义， X; PQ (E) 的 直线 为 (二 次 超 曲 面 ) 束 ， 
1.27 A 

14.2.7.1 实际 上 ( 见 4.6.7) 二 次 起 曲面 束 .多 内 两 个 不 同 的 
二 次 超 曲面 o e HRE: F = (e, v) d a —p(g), = 
P), BJ {ag + d'a: Q, 1) < (0, 0)) 是 多 的 二 次 超 曲 面 的 
方程 的 集合 。 


14272. 1423, # inire ED 1) 是 


P(E) 的 点 ， 在 一 般 情 况 下 集 ie PQ (E): m, €im (e)Vi) 是 一 
个 束 . 例 如 著 # —2. BA p, D, 5, n 是 直线 (mo, on), (m, m), 
(m, m), Cms, m) 的 方程 ( 即 吾 上 线性 型 )， 则 过 mn, r, m, m 
RARE SKA EE. wp + Vis 所 定义 ( 见 13.133). 

14273 MRR F RIRE PE) 的 子 集 : 7 PUE 
RESOA 


acm 
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14.274. 根据 14.2.2 和 4612, HEF A P(E) Bo md 
定 后 ,在 一 般 情况 下 有 一 个 多 -中 的 二 次 超 曲面 通过 m. 

1275 ”为 了 找 出 东 .多 ”中 的 退化 二 次 超 曲 面 ， 我 们 利用 
14.1.4.2。 设 q, 4 ELF, ge 4,4 M. VÀ AMA RV! 
矩 隆 的 方程 所 对 应 的 二 次 超 曲 面 是 退化 的 充 要 条 件 是 det (244 
AA) = 0, 由 于 这 是 两 个 变量 (2%,*) 的 s +1 次 齐 次 多 项 式 、 
故 在 射影 家 线 PCR) 内 至 多 有 + 1 个 不 出 的 根 ， 要 不 就 是 上 
述 行列 式 始终 等 于 ， 这 样 ， 或 者 多 的 所 有 二 次 起 邮 面 都 是 退化 
的 ,或 者 多 包含 至 多 # 二 1 个 退化 二 次 超 曲面 。 例 如 ,车 K 是 代 
数 闭 域 ,在 一 般 情 况 下 ,多 ER n 十 1 个 退化 二 次 超 曲 面 .一 2 
时 完整 的 讨论 可 见 16.5. 

如 打 东 中 所 有 的 二 次 超 曲面 都 退化 ， 则 称 此 东 退 化 。 

1428 一 维 情形 

了 4.2.8.1 EF, BAIE D = P(E) 的 二 次 超 曲面 束 , 其 中 
n = dimP (E) = 1, RID ERRER. IZ 不 退化 而 且 必 定 属于 
以 下 两 种 类 型 ; 

G) 存在 m ED ES = [a €PQ(E): im (a) = (m, m), 
MED} 《我 们 记得 ， 当 s—1 时 ， 非 空 象 集 确定 了 a， 参看 
14.132); 

Gi) FEDH È fO 6.7) 使 

Vo € Z Vm € CE) [im (e); Dim (a) = (m, f(m)), 


ne 


KZ, D WJ TE A f FE PEIZ OUR k A Ve e 
Vm € D im (e); 
Dflim (a) = (m, f(m)]. 

设 cs ee ”都 是 退化 的 且 an, HORIS 14132 可 写 
e = plp) d = plp”) Kil p, p € E*. TE @ t? ES IR 
一 个 二 次 超 曲 面 的 方程 ,而 且 这 个 二 次 起 四面 是正 常 的 。 从 而 多” 
不 可 能 退化 。 

JR e€ 2, = EWH im (a) 2e @, HR 14.2.7.4， 这 样 的 
«dej. BUD ERA (x, y) 使 

im(o) = (2(1,0), C0, 1)); 
从 而 2xy 是 的 一 个 方程 。 Wb ae tbey Rey, 是 ES, 
dxa 的 一 个 方程 ， 我 们 可 假设 警 如 说 “ & 0。 现 在 只 需 讨 论 
Dnim (0), 8€. \we， 因 此 也 就 只 需 计 认 方 程 
az-F2bry+cy-F2(2zy)=am+2(¿+ 1)xy+ ey =0, A€ K. 
BEP e 0, de (0, 1) 不 是 解 ,办 此 我 们 可 找 形 如 (1, 2) 的 解 ， 
它 是 以 下 方程 的 根 ; 
a d 2(b tie = 0. 

这 些 根 满足 n° 一 a/c<、 因 而 属于 D 上 出 fG) 一 afer (B. C) 
€, (eo) 一 0， 见 5.2.4) 所 定义 的 天 合 f. 

反之 ,由 6.7.3 的 证 明 可 知 , 在 适当 的 齐 次 坐标 下 , 任 一 对 合 可 
写成 IG) = kr, RER. ENT SERRES HAAA 
程 


q—2xy kg = kx + y 
所 定义 。 

14.28.2. £. EF GD) 种 情形 里 ， 对 合 的 双重 点 正 是 束 的 
退化 二 次 越 曲面 ,因而 它们 的 个 数 是 5 R 2 CE 6.7.2). 在 情形 (i) 
med Tbe doi ASE (m). 

1425.3. fEib(Desargues 定理 )。 这 里 dimE 是 任意 的 ,8 
是 P(E) 的 二 次 超 曲面 束 , DE PE) 的 直线 .再 假设 (of Dia € 
多 } 是 D 的 二 次 超 曲面 束 , 见 ( 见 14.1.33) Va € F: Déim(c}, 
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并 且 

DAF HR 一 H, 
MJ Vm € D EERE — Bg one F 使 得 mime), XR d 
im(o,f| D) = (m,f(m)), m € D, 所 定义 的 映射 HD) RD 
对 合 。 它 的 双重 点 是 与 D 相 团 的 ( 见 14.1.3.5)a € 7 和 DD 的 交 
A BIE Z 中 有 0 个 战 2 个 二 次 超 曲 面 与 马 相 团 。 


14.3 ”二 次 起 曲面 的 拓扑 性 质 与 微分 性 质 CK -R 或 C) 
ER KR R C. 


据 4.3 节 ,射影 空间 P(E) 有 一 个 自然 拓扑 ,从 而 对 ee PQ( E) 
而 言 ，im (a)CP(E) 有 一 个 拓扑 空间 结构 ， 我 们 要 研究 这 个 
im(«) 空间 。 

1431 $E. KERNE- PIRRE ERK. 当 a>? 
BEIGE. 

REWERS +.3.3.2 中 射影 空间 的 紧 性 的 证 明 一 样 。 使 用 
这 一 节 的 记 和 号， 车 9 Re e e PQ (E) 的 方程 W) im (a) 一 
PONO =pl (0) S(E)).. ATSE) ERKI, q 连续 ,因此 


MEL 


47(0)05(E) 是 紧 的 。 又 因 PE) ETAR, HR PC" (0) 
S(E)) 是 紧 的 ( 见 4.3,3)。 

对 ”一 1 的 情形 ，14.1.3.2 表明 im (e) 可 能 不 连通 ， 下 面 
假设 之 2、 我 们 可 限于 考察 "为 正常 的 情形 ,因为 据 14.1.7.1， 
TAE SUELE im (e) EMEB, 既然 射影 直线 是 弧 连 通 
的 ( 见 4.3.3). 着 玉 一 民 ， 当 a 为 正常 有 im (a) & Ø it, im (a) 
的 弧 连 通 性 可 从 14.3,3 得 到 . 若 K = C,m,n € im(a), mon, 我 
们 将 考虑 含 关 及 = 的 任意 射影 平面 S. # o S 是 正常 的 ， 则 由 
143.6, 二 次 超 曲面 NS 是 弧 连 通 的 , 要 不 然 从 它 由 两 条 直线 构 
成 也 可 看 出 它 是 连通 的 ( 见 14.1.7.2 及 14.1.3.2)。 

143.22 实 正 常 的 情形 。 由 于 14.1,7.1, 二 次 超 曲 面 的 拓扑 可 归结 
为 正常 二 次 超 曲面 的 拓扑 . 令 人 惊讶 的 是 实数 的 情形 (K = R) 比 


复数 的 情形 更 简单 。 据 13.4.2, Mix q 的 一 个 方程 是 > x— 


S zi, RARE XO RERE PCR) BRE 


nm 


为 Clr, s), MA: 
143.3. 命题 。 拓扑 空间 Cr, 5) BEFAR (S X 5790/2, 
这 是 球面 的 积 S XS 关于 Orts) 中 由 tides 所 构成 
AFRA. ABI, CC, D'ART 97,00, 2) AETS X s. 

只 要 把 Rot 一 RU" EHEERISZSIIRUAEARERIKSER] R xR 
好 可 。 这样, “的 方程 可 简写 成 q(x, y) = lx lps ER, 
y£ R*, 4E 433.2 的 技巧 应 用 于 14.3.1, MA 

imle) = p(Á (x, yiil — yË = 0 及 ul? + lt = 15. 
但 后 一 个 集合 就 是 (x, lE = [pl = 1/23, XE R 与 
R 中 半径 为 1/ V3 的 球面 的 乘积 。 剩 下 只 要 萎 察 射影 pR > 
PR) = RI) 的 作用 效果 。 若 p(z, y) m eG, y), MU 
w = kz, y = ky, HT 
leti ell = y| = lsl(=1⁄./2), 

必须 有 k= +1. 
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# s= 1， 则 球面 87 中 两 个 不 同 的 点 构成 , 设 这 两 个 点 为 
a, b, 则 射影 的 限制 映射 P:S X [a] PCS? X $77) = im(a) 
ER, RME. 

# + — = 2, 1442 中 证 明 im (a) FIT PAAR IHE EUR 
HUB, YB 43.6 可 知 它 就 是 这 此 的 S X S. 

143.4 gl: 实数 情形 ， 若 ”一 2, 使 象 非 空 的 只 有 一 种 类 型 ， 它 
METAJ 《图 14.1.5)。 这 个 同 胚 也 可 从 16.2.4 得 到 。 

X ”= 3， 有 两 种 类 型 ， 分 别 同 是 于 S 或 环 面 SX S. m 
一 种 类 型 在 图 1415 上 可 以 看 得 很 清楚 .为 看 出 第 二 种 类 型 要 借 
BF 14.4.2; 医 为 一 个 平面 总 是 与 C(2, 2) AZ, FARER 
可 能 在 仿 射 空 间 里 把 CO, 2) 画 出 来 ,请 注意 同一 族 直线 交错 的 
情形 ,参看 18.8.6 及 图 14.3.7, 


CG )cPO) 的 情形 十 有 趣 的 。 根 据 8.9.8， 我 们 可 得 到 
它 与 R' 的 旋转 群 0"(4) AA 
1435 ”复数 情形 。 4 K=C 时 , 据 13.4.2, ,正常 的 二 次 趟 曲面 只 


Rin nt, SHE RR > z 在 PO) 内 所 定义 的 二 次 起 


Dm 


HEART, EXT —rciatüniRido0 C(w). 这 里 不 存在 类 
FUP 14.3.3 IREE C (a) 的 拍 扑 归 结 为 二 知 空间 的 拓 朱 所 得 到 的 
结果 。 我 们 只 有 以 下 的 ; 
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1436 命题 。C(2) HET $, CG) REST S x s, 

第 一 种 情形 可 以 16.2.4 得 到 ,第 二 种 情形 从 144.2 得 到 。 
143.7 注 。 读 者 猜想 得 到 ,数学 家 已 经 并 论 了 COD 的 拓扑, 这 
涪 的 讨论 已 超出 本 书 的 范围 . 第 一 篇 历史 性 文献 是 [CE1]， 其 实 
容易 看 出 ，C(n) REST PCR) 的 有 向 直线 所 成 的 实 Grassmann 
流 形 ， 它 又 可 等 同 于 齐 次 空间 

O*(n + 1)/0*(n — 1) X 0*(2) (HL8.2.8) 
但 Grassman 流 形 的 拓扑 已 被 研究 得 很 充分 ， 特 别 是 它 引 起 了 
“ 示 性 类 ”的 概念 ,可 参看 [HU], 第 18 Rt. 

对 COD 和 CO) 的 情形 可 作 特 殊 的 解释 ， 这 起 因 于 0(5) 
和 0(6) 的 典型 群 同 构 ,参看 [PD]， 第 266 页 ， 也 见 20.5.7， 

关于 微分 几何 方面 有 以 下 命题 ， 

14.3.8 $E. Ho 是 PE) HER KEHE, Ro pui C= 
im (a) 是 P(E) 的 C" FUÉ, Km R 时 , 余 维 数 是 1， 当 
K == C 时 , 余 维 数 是 2, 此 外 在 任 一 点 me C , S cU T mig uas 
间 T.C 自然 地 等 同 于 商 向 量 空 间 at/Ks, Jeri p(x) — m GE 
网 14.1.3.5) . 


T'o Kx 


图 143.8. 


我 们 利用 4.2.6。 由 于 4242 中 的 坐标 图 是 C 的 , 故 可 讨论 
如 下 。 如 证 C 是 在 m = p(z)€ C 的 令 域 内 的 C FRE, 我 们 
选取 4.2.4.2 型 的 一 个 坐标 图 ; 

(Gs n) E79 Pro rt Pas 1) 
使 得 me p(0,-.,0, 1), 方程 C 转移 到 K^ 内 后 成 为 
2 


f= D, age; 2 D aai durat mO 


[ELI i=l 
(AL 141.41), MESH C0, 0) 等 于 


à 
d Qs meon. 


内 dei 4 2e 0 (DL 14.142) , GE SIC At HE. Nk 
f(0,:--,0) 9e 0, 

改 C 是 一 个 C” 于 流 形 (其 至 是 实 或 复 的 解析 流 形 , 见 4.2.6)， Æ 

于 切 空间 TC， 它 转移 到 K 内 后 由 (C0,…,0)) 0) 给 


JU. 从 而 由 方程 Dy assay 一 0 给 出 . 但 zt iB Pee, y) 一 0 给 


H, B) SI aji F asas rt 0， 当 我 们 置 ye — 0 时 ,这 


m 
个 方程 化 成 前 一 方程 .而 令 yum 0 又 恰好 对 应 于 作 商 空间 zt / 
Kx (也 见 13.1.2). 

正常 和 的 ， 则 要 利用 14.1.7.1, 也 见 14,8.5。 关 于 这 里 
微分 几何 ,可 参考 [B-G], 特别 是 其 中 的 2.5.7 及 2.6.15 两 


144 当 n=4 及 9 为 中 性 时 二 次 曲面 的 性 质 


这 里 我 们 研究 CE.) = Aru HERRE KER. BE, 
只 要 把 13.7.11 的 结果 翻译 到 PE 内 即 可 ， 我 们 还 记得 那里 有 
一 个 完全 初等 的 证 明 13.7.11.2. 
MAI $E. 设 C 一 im (x) Æ PE) 的 二 次 曲面 4 的 象 集 ， 
其 中 dim P(E) = 3, a 的 一 个 方程 9 是 中 性 型 ( 见 13.1.4.3), 则 
和 包含 两 族 直线 #, 0, CARE: 

G) Yme C Zedgik—Bg Xe E, T e 8, filme X Em a T; 

Gi) Vz EVT € @;X YT 由 C 中 的 一 点 构成 ; 

(ii YX, X'eEVT, TeEG XNK- Ø É XX, 
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TOT =% RT-T, 
这 两 个 直线 族 称 为 0 SRM. 
14.42 雅 论 .存在 自然 双 射 
p:C — P(K) X P(K), 
EE K — R 或 C, 这 些 P MEME. 
国定 X, € Z, To€ 9, LE p(m)= (T (00 X,, X(m) T), 
这 里 的 XCm)〔 相 应 地 : T(m)) EHM: ©) 中 过 mec 
的 唯一 母线 。 由 14.4.1 G) 可 知县 确定 的 ,而且 14.4.1 Gi) 表 
明 P 是 从 C 到 X, XT, EORI, MAHT PK) x PO. 
剩 下 要 证 当 K = R 或 C 时 ,这 是 再 五, 由 于 这 里 出 现 的 都 是 紧 
集 , 故 只 需 证 9? 的 连续 性 即 可 , 而 连续 性 很 易 从 13.7.11.2 的 分 式 
得 出 ， 
_ 反 之， 在 尾 何 三 维 射影 空间 内 可 以 几何 地 构 潍 有 中 人 性 方 程 的 
二 次 曲面 的 象 系 ， 这 可 有 三 种 方法 .以 下 是 第 一 种 。 
14.4.3 命题 。 设 PE) EZ det, D, D, D" 是 P(E) 中 彼此 
都 没有 公共 点 的 三 条 直线 ， 册 存在 同时 与 D, D', D" HZHH 
线 ， 这 些 直线 的 并 集 就 是 具有 中 性 方程 的 二 次 曲面 的 象 集 ， 
实际 上 由 1424, 存在 二 次 曲面 c， 其 象 集 C 一 imke) 包含 
了 UPUD'“"。 首 先 验证 = 是 正常 的 .我们 利用 归 滥 法 . 设 mep 
Gad [9))。 并 设 m& D, Wis 14.7.1, RÆ CEE APE 
(n, D), 但 这 时 与 D', D” WpIHzcRU ELLAS (m, D) Mia, 
从 而 与 C 有 三 个 公共 点 ,所 以 整 条 直线 都 在 C POCO, 14.1.34). 但 
与 D’, D” 都 相交 的 直线 充满 了 率 个 PE) 导致 矛盾 .现在 由 
T q ai (rE c 包含 一 条 直线 , 据 13.3.4.2 可 知 9 是 中 性 的 。 
为 了 发 现 另 两 种 方法 ,首先 我 们 注意 到 : 
14.44 BIE 设 C 如 1441 BR, (X), C 8, MITA 
TX, AIRE ITAL] E Tee 无关, 我 们 称 之 为 《五 ) 的 交 
5,12 [X]. 
RE Tee HE P = (Xi, T) ER X, 及 T ERY 
XC. BAPE— TEO, A PONT = XNT, iig 65.2 有 
He 


[x,n T] 一 [P;]， 这 个 交 比 确 与 了 无 关 ， 


图 14.4.2. 图 14.4.3。 


x, 


x 
4 To 


14.4.4. 图 14,4.5。 


1445 推论 设 D, D' 是 P(E) 的 两 条 直线 OXE PE) 是 三 
维 的 ) 使 得 DND' 一 Gi fe som (D;D') EDS D inis 
应 , 则 ((m. f(m))ime D) 是 具有 中 性 方程 的 二 次 曲面 的 象 . 对 
fU. 设 i RENDERER Si D 的 平面 束 间 的 单 应 ， 则 
PAIP): PE 7) 是 共有 中 性 方程 的 二 次 曲面 的 象 。 
对 偶 的 断言 可 从 第 一 个 断言 及 6.5.2 GEH. 为 证 第 一 个 断言 
可 取 定 三 个 点 e. b, cé D, 其 象 为 of), b = 10), e 
CG) e D, RRE 14.4.4 应 用 于 过 三 条 直线 A = (a, a), A 
(5, b}, A" = Ce, c7) 的 二 次 曲面 即 可 (更 14.4.3 及 6.1.5). 
1446 9. W D,D 是 三 维 欧 氏 仿 射 空 间 X 中 的 两 条 直线 ， 
DND'= 9, BW mO), mO) 在 D, D' 上 作 勾 速 运 动 ， 
` 55 


则 当 Momo, (NÉ 
(mü), mY 


TIT Xi E 二 

这 个 结果 新 近 获得 了 重要 的 实际 意义 :; 建筑 师 们 很 容易 实现 
用 预 应 力 混 杉 土 构成 的 拱 顶 ,但 有 一 个 条 件 , 即 拱 顶 必须 由 直线 形 
成 (这 相当 于 应 力 索 )。 当 然 ， 最 简单 的 方法 是 在 直线 状 的 支撑 物 
上 每 隔 相 等 距离 做 一 个 受 力 点 ,次 把 这 些 钢 索 张 紧 在 支撑 点 间 . 参 
看 图 14.4.7.1 的 说 明 及 [JE], 178—197 页 。 在 射影 空间 的 情形 
不 能 完全 面 出 C， 这 是 4.3.9.1 的 推论 。 


图 14.4.6.1. 


图 14.4.6,2， 
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TE NILUM 


图 14.72. 


145 ”关于 正常 二 次 超 曲面 的 对 偶 : 
配 极 变换 


在 环节 中 除非 另外 指明 ，= 总 是 正常 二 次 超 曲 面 ,9 是 “的 | 
一 个 方 程 , 其 极 型 是 p。 若 互 已 取 定 一 个 基 , 则 4 是 4 关于 这 个 基 
的 矩阵 , 且 C — imla). ! 
14851 XX. Hi13.11, exe 确定 一 个 同 构 pE — E*, 从 
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4.1.5.5, 我 们 可 
1454 及 14.1.1， 
)， 履 称 中 为 关于 正常 二 次 , 
ice o HEREN., d(m) € H (E) Xm 
WPÉI dy mi, E n = 2 y. mute W ER. 

jh, PG. y) — 0 RE m= p), s= pO) X 
(5 z, y EX) BO a OS P EX) AU nof kT a 共 
#6, DU mn, KARREAN. EI FR SCPE), E 
S = dne P(E) n LaVme SIRI ROS (= St, BS 总 
EROS, T. À LL = 5, dim$ + dimst— 


EE UT 
JE PCE*) SAF P 
Wes P GGG a C 


P(6)- MU Je 


A 
= dinP(E) — 1, 
(SAT) — (S UT-), GUT) = SNTE, 
$^ HOO S 的 配 极 子 空间 ， 当 S 起 超 半 条 时 ,点 SL 称 为 3 的 
Be RAS ARE 13. Zi PUE) 内 .我 们 也 说 S 和 st 
是 (关于 e) SEE. 
1452 fl 


ED. Ee 的 方 种 。 则 关于 a 
这 是 配 自 变换 很 自然 但 


1452. m € im (o) 的 越 切 平面 是 mt CT 14.1.3.5), 

145.22 di ment, W nemt, EI) "m, n EORR., 

1452.85 3; D — (m, n) REI, m n, WL Dt:= 
mut, 

15524 iE, HTGET DUE. en T PEERK 
CH, 14.1.3), WE mn 《关于 o) H. m, n€ T, RTT on T 
扔 有 m Le. 

14.5.2.5 —H BDIEGAMEBÓ.cREDEUES dE 
FESTE BL e RRES NAR 14.1.32, CRH 个 点 a, 6 构 
JR CIL 6.41): 

mine[e 6, m, n] = —1, 
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为 了 看 出 这 一 点 ,我 们 可 在 DD 上 取 一 个 齐 次 坐标 (z, y) B 
得 «的 一 个 方程 是 9 — 2zy (JL 14.2.8.1). WOE 13.1.3.6): (z, 
DICE, y) <= ay s'y = 0; HT a= p((1,0)), 6 = p((0, 
1)), A 6.2.3 即 可 得 断言 。 

14.5.2.6 应 用 14.5.2.4 及 14.5.2.5 BUR SUE TZR (m, n) 
与 C 交 于 a, b, W mo 等 价 于 [a,5, m, »] 一 一 1!， 青 应 用 
6.44, 我 们 可 由 此 导出 mit BEBO TET m^ 的 几何 作法 , 见 图 14.5.2, 
这 思 当 然 假 设 C Ei ERE T A. 

145.27. “的 过 m 的 切线 与 im o) ARE im (a) 由 mt 
的 点 (图 14.5.2)。 


ità 


图 14.5.2, 


4.53 BRIHA. 根据 13.1.2 及 13.1.3.6, p(x) = m Kp) 
n ECRISTERUR MR 


RAY 0, R anp = 0, R D DE G, cun) =o, 
ded 4 bi] 


DE 


P] in = 的 配 极 超 平 而 是 > uy, 70. 25 T HR B ET Bi 
PELLE TOM. ATO TE ATO EVE. MR 13.20, 8 x 使 得 


PO i-o fu), BUE 
2G), 


ñ 51 35 UB LT : 
ops), Wisi B 


mo ia 

RISE, enD KLEE Pen ap raa j 
RÆ, END HAE na m à 
URI RUE GIG — (Gs x)? = 0, n= 2 I$ 


见得 到 直线 的 集合 ， 需 要 时 可 参看 轿 14.7.4 R 14.5.2.747. 
MSA 自 配 极 单 形 , 调和 外 切 于 一 个 二 次 超 曲 面 的 二 次 超 典 面 . 

14.5.4.1 PUE) APR Unda Ë n + 1 ATIS 
点 的 集合 ( 见 4.6.6), 若 m, 不 全 独立 的 , 则 就 音 形 称 为 退化 的 .车 

mlm Yi œj, 
BCHEXCTGETW CRAH. KARR. XOXTÉSUE— T 
A m; BU ña OE ET 
(m, ` ttu a ty Haas 

这 对 任 一 i 成立， 单 形 ( PED ARREST lz) 
是 (E,4) 的 正 交 基 .因此 关于 < 的 刍 配 航 单 形 总 是 在 在 的 《 见 
13.4.1), 与 此 相反 , 若 a。w ”起 两 个 二 m. 13.5 表 朋 同时 
关于 和 a” 为 归 配 极 的 单 形 并 不 总 是 具 和 的 ，# 二 2 时 的 全 面 
的 讨 沦 可 见 16.4.10. 


"6l, 


1454.2 现在 我 们 要 与 两 个 正常 二 次 超 曲面 e, o^ 打交道 . 
设 9，9 是 a, a DE, e. iE — E* 是 相关 联 的 间 构 ( 珊 
14.5.1)。 很 自然 地 可 以 把 这 对 二 次 超 巾 面 跟 司 构 ( 见 13.5.1) f— 
Pp ogp' EIsom《E) 联 系 起 来 ,特别 是 可 以 考虑 它 的 不 变量 迹 , 行 
列 式 等 等 , 在 关于 K* 作 南 空间 后 仍然 有 意义 的 十 了 的 迹 一 008 
除去 行列 式 以 外 的 许多 其 饭 不 变量 也 是 如 此 ). 这 个 条 件 可 简单 地 
用 几何 语言 解 群 为 ; 

14.5.4.3 命题， 落 存在 关于 < 的 一 个 自 配 极 单 形 ux), © 
又 是 内 接 于 a" 的 , 即 weim (wyYi， 则 (了 的 迹 二 0。 反之 ,车 
尼 是 代数 闭 域 旦 了 的 迹 一 0, 则 对 任意 的 m € im (a )Nm (e), # 
EXT o 的 自 配 极 单 形 (m), BAT à HE m= m, 

必要 星 的 证 朋 是 显然 的 ， 车 mm; = ple M 9 一 全 auri 


OR 1454.1) 荐 ,9' 一 D nin, BITE C) 一 0 PR au 
ovi Mif | 
FE — D etas = 0 (9 122.0), 


再 考虑 充分 性 ,我 们 对 维 数 作 递 推 . 首先 设 s 一 1， RS 
取 一 个 基 (e, n) 使 得 m 一 pa) 是 被 考虑 的 im (7) 内 的 点 ， 
n= pl) REX Tage 是 形 如 ez + ey? 的 ,9 是 形 
MI 2/2y 十 c'y UH) CT BAG HERE e 一 0, 这 就 是 说 = 0, 
4 = 2/2, Afi 

n = ple) € im (a). 

再 假设 对 ”一 1 结论 正确 , 设 m € im (a°), H=mt 是 它 关 于 «的 
配 极 超 平 面 , W 9 一 Daun, Kh m=p(a), d = X) atus; 


于 是 où = 0, 机 的 方程 是 4 一 0， 对 于 二 次 超 曲 面 NH, aH 
(ENEEK, E m Kim (2)), SARRI 
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GEREM EH KEZE Umen) HB m LmiV X Ta 
成 立 且 mi€im Qe)Vi, 303i 


ImyU mites ne 


EB 10.10.3 及 16.6 相似 ，14.5.4.3 也 是 一 砷 两 
E Š LAN o. e, OR AA ARE 
于 e BIGEUEX T o EUREI R AXMONPELREN 
(p K ERRAR). 

HERNE — 0 时 , 称 o! MET a, 

关于 湖 个 二 次 型 相关 联 的 不 实 呈 的 另 一 种 度量 解释 , L 
15.6.4, 

14545 例 。 设 天 是 三 维 欧 氏 商 避 空间 , g e Q (E) 非 退 化 ， 
ER (0)7(0) 9€ 0， CRDI SUE E ADI 0 STANE (Bd 
1454), E 2 — |i, MUJ PCE) 中 内 接 于 e= plr) 并 且 关于 
a= pG) 为 月 配 极 的 单 形 意味 兰 ( 见 14.5.2.0) 锥 而 中 两 两 S 
TRH. Ep 14.5.3 RU TU 正和 症 在 这 样 的 直线 , 必 


qg' = ax? e a'y? + a"r? + bye + Dax + 26"xy 
中 有 ata at= 0, R2,# ata +a = 0, WE 
任 座 直线 也 存在 锥 上 的 占线 D, D". WẸ DID, DLD”, 
D” LD， 也 请 参见 14.8.4. 


Jm(x') 
m 
j x 
my 
m 
ie) 
ED 14.5.4 
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14546 PQCE) HEEE. Sick OTI DAE» RRE 
形 来 答 14.25 提出 的 问题 ; PQ (E) 的 超 平面 是 怎样 的 ? 设 有 一 
个 任意 的 大 ,由 13.1.3.6,PQ《E) 的 一 个 起 平面 可 写成 À alu 

= 
0, XH A; 是 五 的 元 素 。 记 人 为 元 索 是 w= is WER. 条件 
lada 一 0 等 价 于 《44) 的 迹 — 0, ABUS 4 使 detA 3 0, 


"i 
则 我 们 可 写成 AAD 的 迹 一 4， 从 而 所 羞 虑 的 超 平 面 可 几何 
地 定义 为 跟 一 个 方程 由 A 给 出 的 二 次 超 想 而 调和 外 切 的 二 次 超 
曲面 全 体 的 集合 。 参见 14.8.8 及 14.8.10. 

14.55 HEHH. 与 正常 二 次 超 曲面 避 关 联 的 配 极 变换 
OPE) > GE CE) 有 许多 几何 应 用 ,我 们 以 后 将 经 常 遇 到 。 一 个 
常 被 用 到 的 性 质 是 14.5.2.2: 着 ne (m), MM me (m). 因此 很 
自然 的 想到 要 寻找 满足 14.5.1 中 某 些 性 质 ， 尤 其 是 性 质 14522 
的 映射 FPE) (BE)。 完 整 的 解答 将 在 14.8.12 中 列 出 RE 
看 [FL], 3 270 页 ， 我 们 这 里 限于 一 种 简单 的 情形 :玉民 五 ) 一 
CE) 是 形 如 1 一 8 的 ,其 中 gelsom(E;E*) (45). 对 
* EE， 相 应 的 正 交 子 空间 是 (ye E:8(w)(y) = 0}。 因 此 我 们 要 
找 出 使 


Vey: gele) y) = 0 = g(y) (z) — 0 

的 g€ som ( 百 ; B*)。 为 此 ; 引 人 双 线性 型 (不 必 是 对 称 的 ) P(x， 
y) = zG)G) 将 是 方便 的 ， 我 们 知道 ， 对 xe EW， 线性 型 
yl P(z, y) 及 yi PO, x) FRA, Hit MIRE. 
BD SRGO € K*:P(x, y) = KG) Py, x) .利用 与 8.8.5.1 ROVER 
同 的 论证 , RI, ACO 与 * 无关: P(z, y)=kP(y, x) Vs, y€ E(k 
E K AK). 于 是 P(*,y) = KPO), HT z 是 同 构 ,存在 
x, YEE 使 P(x, y) 5e 0, Mati k= t1. k= 1 的 情形 就 是 
关于 极 型 的 正常 二 次 超 曲 面 的 配 极 变换 . 《一 一 1 的 情形 中 新 
的 。 狠 据 交错 型 的 约 化 理论 ,此 时 二 必须 是 偶数 维 的 . 它 引 出 了 令 
人 感 兴趣 的 几何 现象 并 且 立 即 解释 了 4.9.12 中 遇 到 的 Mobius 四 
面体 的 奇迹 。 详情 可 见 14.8.12。[FL]， 第 270 页 . 
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14.5.6 退化 情形 ， 当 a 不 再 正常 时 ， 总 能 利用 QE c E* 定义 
mt, BID m= pí), 定义 mt = {p(y):P(x， y) = 0); 不 过 当 
z€ rad (4) Bj, m^ 将 是 整个 PO, MARAIS FU, 此 外 可 能 
有 mnt Bom Ses, ROS il, 我 们 不 讨论 后 一 种 情 
况 的 对 侦 狂 ,人 它 作为 练习 其 以 讨论 ,内 为 很 自然 地 会 遇 
到 这 种 情况 .实际 上 在 二 次 超出 面 束 由 全 往 有 退化 的 二 次 超 曲 面 。 
请 参见 16.4.10 中 的 一 个 例子 ， 


146 对偶 性 :切面 二 次 超 曲面 及 切面 方程 


1461 Eze 是 P(E) 的 正常 二 次 殷 曲 而 ， 观 察 g 在 P(E*) 一 
SC CE) 内 是 切 平面 的 集 (miim € im(e)) (HL 14.5.2.1). 9E (E) 
RATER PAU? H1451, 这 就 是 (im (a)) RU E: 
BB A , RD in (a*), 81 iw* RE Uc OU 


— 
Vie 


PEN 


A 14.6.3. 


"65e 


he WEWER 
pE Isom (P(E), P(E*)), 
ZARoUNBxXT ES HN, MIR 14143 X 
132.0, «* 的 方程 POD 关于 E* 的 对 侦 基 的 矩阵 将 是 
HAAAT = A, (pt) (D 一 q" 称 为 0 的 切 区 方程 实际 上 
4G) = 0 ERREFE EHO 与 “ 相 切 的 充 要 条 件 。 XT 
的 坐标 E — (ure Eu), DE DO alb 0, Hr où 是 
A 的 元 素 , 见 148.13, 
1462 定义 。P(B*) 中 的 二 次 超 曲面 称 为 切面 二 次 超 曲 面 。 二 
Visto o E AGERE PQ (E*) 中 的 一 条 直线 。 
1463 f 
14.34 对 向 量 空间 F, id PPOCF) 为 的 正常 二 次 超 曲 
HR, MJ 14.6.1 表 肯 六 定义 一 个 双 射 
* ,PPOCE) — PPQ(E*), 
PEB * * = Id reom。 但 这 个 映射 不 能 自然 地 扩张 到 癌 个 PQ CE) 
上 ， 我 们 下 面 就 要 看 到 这 一 点 ， 


图 14.6.4.1- 


146.2 yb E = R', ¿* 是 P(E*) HORMIS, Es Rug 
28 一 0， 这 里 P(E*) 的 典范 齐 次 坐标 为 (E, E). EFEX 
DS, D* E, oa* 是 退化 的 .在 P(E) 
就 址 所 有 过 点 (1, 0, 0) 或 《0,1， 
的 集合 不 可 能 是 可 POE) ARR di 
+ CI, 14.1.5.3), 
14.64 我 们 可 如 广 14.6.1 和 14.6.3.1 的 有 关 情 况 . 设 a, A 
在 PPQ(E) RARI S= {mlimeim(s)}, 这 旦 mt Em 
AT JEU BL hal. s EG VU RETENIR. 答案 是 :对 
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Hj, $= im (4,(6)), 其 中 qu; P(E) > PCE*) E 14.5.1 RES = 
相关 联 的 同 构 。 应 用 14.3. 的 * TP palh) € PPOCE*), A 
而 最 终 可 得 到 PPQUE) 的 一 个 二 次 超 曲 面 , 称 它 为 8 关于 “的 配 
极 二 次 超 曲面 , 记 为 82. 

# 2, B 是 e, 8 关于 中 的 一 个 基 的 矩阵 , 则 很 据 14.1.4.3， 
du) 关于 E* 的 对 偶 基 的 矩阵 是 47B4 再 根据 14.61, B; 
的 矩阵 是 〈 AmB84 = ABTA, 

我 们 有 (Di 8 着 egim(P， 则 a^ Him (92) TT, 
这 里 是 切 8 于 «的 超 平面. 

14.6.5 例 

14.6.5.1 在 仿 射 的 情形 , 我 们 让 读者 自己 去 阐明 上 面 所 述 内 
容 与 11.1.5 之 闻 的 关系 ， 

14652 Æ 

2= =e +y =, = m — y — m, 
分 别 表示 <, 6, JU gf 2 (图 0145; 关于 这 一 卡 题 可 参看 
14.8.14), 


147 EX EE 


147.1 设 * 是 P(E) ERA, 4 是 “的 方程 , 则 任 一 
f€ O(4) HELT f€ GP (E) 使 得 fim (o)) = im (c)。 其 逆 是 请 
的 : 车 im (e) = 9, 则 任 一 ge GP (E) 使 im (e) 稳定 ! 与 此 
相对 的 是 当天 是 代数 闭 域 时 ，14.1.6.2 表明 f(im(e)) = imle) 确 
KENT 1€ 0(9)。 这 充分 说 明了 以 下 定义 是 合理 的 。 
1472 定义 . # q 是 二 次 超 曲面 “的 方程 , 则 定义 POl) = {E 
GP(E);f € 0(4)) 为 二 次 超 曲 而 “的 群 ， 也 称 PO (o) 为 “的 射 
影 正 交 群 。 

从 45 可 知 PO (w) DUEe 有关， 而 与 4 的 取 鞭 无 关 。 从 
13.9.13 可 推导 出 POC) 一 0(9)/ 土 lds， 当 ?十 1 是 偶数 时 ， A 
-ldz € 0+(9)， 故 可 定义 PO*(a), 当天 一 及 时 这 与 P(E) 的 
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可 定向 性 有 关 。 
34.7.3 375 及 13.7.9 aj HR CHE 
Tung SET IRE 
下 都 位 于 同一 般 道 上 . M PE) Es 
Hb IREERSPE E. fU ME RUP: "q 为 中 性 时 。 计 时 有 两 
个 不 同 轨 道 。 特 别 十 ，PO (e) 作用 在 im (6) 的 点 上 总 是 可 迁 
的 ,而 当 PO*(«) Fikh ELA RETE JR. 

举例 来 说 ,这 可 应 用 于 14.4 的 二 次 启明 面 ， 
14.7 生 ” 超 平 面 对 称 的 几何 实现 . 设 ce PPQUE), JUNE. 
f€ 0(9) 是 关于 起 平面 UCE 的 对 称 ( 见 13.6.6), 相应 的 正 交 自 
ASE E = U à D; WD B ER. "64.6, 我 们 可 按 如 下 
所 述 月 几何 方式 得 到 fe PO (a): m= p(D), H = pQU), RU 
1€ PCE)Nm. BJP (CO 可 作为 直线 《ms 1) Eti lm, m, 0H, z, 
f(D] 一 —1 DARBS. h RRE ET e fio 
FH. 

14.5.2.6 证 明了 im Ce) 作为 整体 关于 了 是 稳定 的 ， 请 注意 ， 
根据 13.7.12, 这 些 对 称 生 成 POC). 


im (e) 中 所 含 的 级 大 
ME PO (e) 的 作用 
给 时 ,关于 PO Ce) 的 作 
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148 # 3 


1481 4 K—R 以 及 g(E) — R 时 ， 证 明 14.162 PRE 
确 。 
1482 给 出 一 个 点 ww& P(E) 以 及 一 条 直线 Dom, WEB] iac 
PQ(E):m € im(e) 且 D 与 4 相 切 } 是 一 个 子 空间 。 若 m & D 这 是 
UA 
M83 当天 一 及 5m C igit OG ng RU STE RUE, 
M.84 证 明 C(n) (ML 14.37) FF PR) 的 有 向 直线 的 
Grassmann 流 形 。 
1485 QE A EE POI EIS RES AUT WEE (K =R 
或 C), 
5 设 久 是 PE) 的 二 次 超 遇 而 束 ,o 是 Vol ue 
HF SupeE—^ —ÜCRHBURORPRU NIIT e. BEN dud 
lisi VA AG 内 所 有 二 次 超 曲 面 都 如 此 . 
14.8.7 在 P(E) 内 给 出 了 n(n +3)/2 XU imi, nd, E 
少 在 在 一 个 二 次 超 曲面 使 mi En, 对 所 有 PRSE (在 14.5.6 的 范 
FA). 
148.8 4 det A= 0 时 研究 145.46, 
1489 3X K = R, o EE im (a) = Ø 时 证 明 14.5.4.3 仍然 
正确 。 
14810 设 c 是 正常 二 次 超 曲面 , 若 pop HU = 0, MEK e 
WAADT w。 用 几何 方式 解释 这 个 条 件 。 
148.11 dre REREH, (a, b, c), La, 7. o) 是 关于 
& 的 两 个 自 配 极 三 角形 ,证 明 这 六 个 点 a, 8, 6, a,b, | RFF 
一 条 圆锥 曲线 。 
14.8.12 ”对 射 (需要 时 可 见 [FL], 35 260 HDI), 

148121 设 了 是 PE) 的 子 空间 的 集合 。 
性 质 的 任 一 双 射 TT WA PE) 的 对 射 : 


，70， 


们 把 具有 以 下 
4 使 UCV 的 任 


RU, Ver, 有 fU) O((V), ERE mE PE) 的 一 个 点 , 则 
fm) 是 PCE) ET, EREE PCE) 的 一 个 典范 对 射 。 

14.8122 Æ P= d WW F EHAR, AE AIT 
基本 守 型 ( 见 5.4.8) EHE f bos G8 8] f SIDA STRATIS AE 
— HERE gP(E) — PCE*) REH 

G) FERRER MEN P (SU Vm = p(x) € PCE), # fum) 
= p(y e E; p(z, y) = 0}); 

Gi) HR /ER oK) AKASA P 关 于 
ÉLIRE, AU PLE X E— K AF TRER, iii 
x) = o(P(x,y))Vx, y € E, 

18.125 ”研究 不 一 定 是 对 合 的 对 射 

14.8.12.4 i Jd, 4.9.12) # dim P(E) 是 
RE, MERE NUE 
MEN, iff 

14.8.12.5 


PH GRE PE, 
2 PAE 
:个 面 内 . 


LEE X O54) 
Bat S —A de dH 


a3 


lm DT das 0 (k ° OVI) 以 及 13.9.6 
i 


M 13.9.8 中 的 正人 


14.8.14 


ABS ADI TR] 


so aoa 


— c of A HE 


tbe 


HR. 设 E 是 特征 数 不 为 2 的 域 X 上 的 二 维 向 量 空间 ， 把 与 它 相 

关联 的 射影 直线 记 为 D 一 P(E), End E 是 E 的 一 切 自 同 态 的 向 

量 空间 ,P(End E) 是 相关 联 的 射 束 空间 。 证 明 行列 式 喘 射 

det:End E — K 

是 一 个 二 次 型 。 把 与 它 相关 联 的 P(End E) 内 的 二 次 曲面 记 为 

Q(D). 证 明 Q(D) 是 一 个 中 性 二 次 曲面 ， 研 究 它 的 得 线 与 的 
自问 态 同 的 对 应 关系 . 
研究 与 迹 线 性 型 ; 


tr: End E — K 
相关 联 的 超 平面 截 8(D) 所 得 的 圆锥 曲线 CD) ,是 否 任 一 圆锥 
曲线 都 能 如 此 实现 为 一 个 C)? 对 00D). 也 有 间 样 的 问题 。 
更 进一步 的 细节 可 网 [GN], 第 IV #. 
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5B 153€ WHAE I IG 


除了 由 住 一 方向 上 直径 的 存在 性 来 刻 划 二 次 超 由 面 [ 见 15.5.9) 
以 及 党 握 从 和 仿 射 室 间 到 它 的 射影 完备 化 空间 的 过 渡 外 ， 这 一 章 并 
不 含有 真正 的 难点 ,这 里 列 出 的 概念 及 结果 部 是 第 3 章 及 第 14 章 
MEME 但 这 样 所 产物 即 仿 射 二 决 超 曲 面具 有 相 
. 上 在 三 或 平面 中 除去 直线 与 平面 
外 最 简单 的 曲线 与 曲面 就 是 图 和 内线 与 二 炊 曲 面 ， 我 们 到 处 都 能 
WAEI. 在 数学 力学 ,物理 、 天 文学 中 都 会 用 到 。 作 为 第 一 级 
pH EdOREGIGA e eR KPP. Eiffel 铁塔 的 顶部 以 
及 Montparnasse BA fü TUR AA JU AES GR — NB de, © 
11655 ARE PRE AE 3 L N AERE AATRE, e 
物 线 成 为 使 两 条 站 线 接合 的 最 法 ( 见 15.7.6). 

BAB 432 17 章 欧 唯一 研究 对 象 .有 关 仿 射 及 射影 
二 次 超 昌 面 的 更 多 内 容 可 参看 [DO], [ML], [PE], LEE], 
本 得 中 我 们 将 使 用 米 自 第 5 HAFEZ: 
X 是 在 特征 效 + 2 的 域 让 上 的 有 限 # > 1 HEU Dr SA À 
是 与 X 相 关联 的 十 1 HEROS 218], X — FR) f x SHE 
完备 化 空间 , 则 X — X Uor Hor = POD ob XAI S E 
平面 

QUO 一 PAX) Six x EUR RONA ARS RICO 3.3), 
对 g € Q(X)， 它 的 符号 g 在 QOO vu. 5S a ERA 
AEQ) ( 见 3.3.14), Œ 4 = ålx. 
| 此 外 对 在 * 向 量化 的 X, # q 一 & + 4 + qs KH a, € K, 
4€X2, W e FAF 2 


. 73. 


151 定义 及 记 法 


仿 射 二 次 超 矶 面 的 最 简单 定义 是 在 仿 射 的 情形 照搬 14.1.1， 

条 件 2° 0 表明 4 确实 是 二 次 的 。 
1511 EX. oJ P(Q(X)) HERH a= p(a), ge QUO), 
使 30, WR x (A) RÉ, COBRAS 
P(Q(X)) =QA(X), E s=2, WADE “的 象 是 
im (a) -47(0), 4 称 为 = 的 一 个 方程 。 

ISLLI it. 以 后 我 们 将 不 再 每 次 都 说 “9 是 & 的 一 个 方 
EU, im (e) 当然 仅 与 上 有关， 而 与 4 的 取 法 无 关 。 凡 与 “相关 
联 的 概念 都 应 仅 与 a= pl) 有关， 而 与 4 无 关 。 

15.1.2 例 
15121 3E E REX (EAE ENTRE 
Sa, r) (a € E, r>0) 
是 二 次 超 曲面 的 象 ,因为 只 需 取 4 (a) — n 即 可 。 请 注意 
对 任 一 k€R, g= do, -) 十 都 定义 一 个 二 次 超 曲 面 ， 但 当 
k> 0 时 ， 其 象 是 空 的 。 

15.122 j X, X ERTO, JE Isom (X; X) HB 

a € QA(X), 
MAREO ORRERA e EI FER He) (( 广 2* 
BLA PODE) = Y EX’), Bulb: ima) 
füm(a)), 331, GA (X) 作用 在 QA (X) E. 对 的 二 次 超 曲 
面 作 分 类 就 相当 于 寻找 这 些 轨道 参见 15.2 及 153, 
15.1.3 其 它 等 价 定义 

15.1.3.1 设 a€QA(X), eot, 与 此 相应 的 4c 
QU, 因此 有 一 个 完全 确定 的 射影 二 次 超 曲 面 5 一 A(2) e PQUD, 
因为 例如 出 3.3.13 或 3.3.15 有 19 = 14, HF 4 — |x， 特别 地 ， 
im (a) = im (8) X, im(2)Qoo 是 什么 ? 由 于 

4—4lx 及 cox = PCR), 


174 8 


iub im (的 六 cox = im (5)， 这 思 a pli) e PO OO. RME 
14.3.3, & = #0 00x, 

TZ, 设 PE) EER Au, PUT) 是 PE; ET 
面 ， Em P(E) 的 二 次 超 HT, a FR 出 X — PUE PCR) 
ALB EC 5.1). IER TB cox 等 站 于 PUD, H. % n ER 
的 一 个 方程 3.3.14 288] rhe 定义 X 的 -个 二 次 y 
为 8lx， 其 唯一 条 件 是 r|x = 0, APOD fn 
CI, 14.1.3.3) 或 cox 不 im(8)。 

15.132 附注 . 在 的 仿 射 
cox 的 身影 二 次 超 曲 面 间 有 一 个 
94 a= p(4), H ox á GAR à = p(4)) 称 为 < 的 无 
E RU. (E # 2, ROS e CS i n = 3, Wf 
为 < 的 无 穷 远 圆锥 则 线 . 4) mo) = m (6) X. # à Æ 
则 定义 e€ QA (X) 为 正常 的 。 的 秩 定 义 为 G IRR, a 
WIREX H y Rudi. 
15.14. im (/)5oox 内 可 能 山 现在 两 种 情形 中 : EE Cr) — 1, 
则 im (0) = x, Ai im (站 NX 一 Z; RAR Cr) 一 2， 则 
OUH, 
1 im (0) AX XI (ENE 


aiki e 5 X o4 im(#) D 
B. taie HT 


REREN À, 4 ETT 
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5 


; | à 
15163077 (^ ¿= | 


Fk (o) = RARO = RUD. 


152 ” 伪 射 二 次 型 的 约 化 


1521 从 13145 我 们 知道 想 对 仿 射 二 次 超 曲 而 进行 分 
有 指 塑 的 《 见 15.1.2.2)。 但 可 以 把 它们 约 化 为 以 下 三 种 类 至。 设 
a= 14), «€ QUO. 根据 13.4, 存在 X 的 基 使 得 了 写成 了 一 
D out, 其 中 + 一 O Wik, a TR, 


i21 


WP AES MAE, 461, # 
SP" i2 bs +c, II a <o; 


imi dizi imi 


作 变 换 r > z, + z, 我 们 可 假设 ? RER 


TEGERE > DE PEIPED 


t=1 (REY isi 


Erca 则 可 作 变换 D het ben 从 而 


rr 


q = D) asd + 2b,x, +e, T] nox 0; 


= ii 


# r <n B $, TUE T z, —> x, + = ,得 到 


E aix? + 25, H a, 5 0, 
这 样 , q 必定 是 以 下 三 种 类 型 之 一 : 


“76: 


ex tl, fe #0, 1< r<; 


CHE Ua 
l 


SEP 15.15, M 
GA (X) 的 元 素 作用 下 党 < 
15.2.3 
a AE 


H aca n 


nt atj 

1524 ik, ER 
15.5.4, 

ATERN TERME RGX RAMUS JUPSSERE, l 15.24. 


i Ru H] "ipud; 


15.3 


ACE US E 


1531 命题 . 设 K — C, W QACO) J: 
RTE ARRA U TER: 


A(X) VER FAR 


Kr): Da dix r < m 


tea 


HG} 21 z+ 1: < r < ní; 


[En 


me): ajk rni arani, 


TRU, ERDIAN un HUS E Iuli: Xia Yen. 


这 可 愉 13.4.2 的 证 明 中 立即 得 出。 对 Vi, AAR 
们 钓 研究 是 在 QA (X) 内 而 不 是 在 QUO) MË, MERN I 
及 Hl 内 可 以 交 拱 与 :为 了 着 出 以 下 形状 的 轨道 的 确 是 不 同 
的 ,我 们 应 用 13.4.7 Pop Ré: 
15.3.2 GE. E K =R, JI QA (X) 在 GA (X) 作用 下 的 扫 
道 关于 一 个 记 知 基 具 有 以 下 形状 : 
Ir, 5): Dai y CE s,1 < r + £ < n; 


si ina 
\ / 
102) 
N nao 
i03 


图 o15.3.3.1. 
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Ep 15,3.3.2. 


Lohr 铸造 厂 , 引 自 Jürgen Joedicke 的 < 机 与 

壳 体 结构 > Vincent 及 Fréal BU Zr] E o 
Lobr 铸造 厂 的 党 体 的 不 同 寻 常 的 外 形 是 为 了 这 类 应 用 而 对 一 种 典 理 形 
状 作 探 索 的 结果 ， 为 了 迅速 排 空 开工 时 产生 的 浓 烟 以 及 保证 足够 的 通史， # 
FRAME. HR TE SEM :> 正如 在 美国 所 流行 
的 屠 梯 .第 二 种 方法 与 之 相反 ， 不 困 用 过 分 的 技术 设施 ,尽力 利 而 建筑 的 形状 
以 得 到 自然 的 通风 .工程 的 负责 人 己 明 确 表 示 不 想 导 求 过 分 完美 的 解决 方法 . 
这 样 ， 火 厅 的 顶 盖 就 活 生 了 , 它 的 形状 是 以 连续 的 方式 向 高 处 小 缩 的 ,这 就 保 
证 了 大 厅 能 像 烟 内 一 样 获得 良好 通风， 这 个 形状 用 实验 作 过 研究 , KARE 
定 了 原先 的 期 望 . AFRO TAN, LIBRARIES 
Jl SONUDHECU AUR). RCHAISJEDARIE ES ETE NAKNE 


9 + 


Reuchç fij ie Comherousse, JLS Eo. Gaurhier-Villare «lp Yr 


vao[ vatsnF EIE 


nra 


图 15.3.3.3 
FERA R OR AS A FEGSERS 
LS 


S KORRAT S kiray 


: m 
ue hi Date D tir san 

= < 
$T atr Ssn Lr ts Sal, 


mem 


HG, 2:25 地 一 
= 


15.5.3. 4&#0596 

15.331 4 K = C 以 及 = 一 2 时 ,方程 为 好 十 好 十 工 的 
BE « RAR T AE R X S 实际 -上 & 有 -- 个 象 同 是 于 
S (HV 14.3.6) H im (a) = im (&)\ lim (2) 100,1 是 从 im (a) 中 
除去 子 集 im (ë) Y cox 而 得 到 的 ,后 一 个 子 集 击 两 个 不 同 点 构成 
从 一 个 球面 S 中 除去 两 个 点 后 同 胚 革 Rx 8 ,对 于 方程 为 xt 
2x, 的 x， 它 的 象 是 图 象 x, — —2/2, ET C = R', 

15332 当天 一 有 以 及 = 一 2 有 时， 正常 圆锥 曲线 是 UQ, 
0), HIC, 1), HO, 2), HG, 0), JB 9 82538 我 
们 把 类 型 M0, 1) GARE: UC. 2), HIC, 0)) 的 仿 射 加 从 
EREA REBRIMA: REL, STIR), 

14.423 当天 一 及 以 及 = 一 3 时 , 象 为 非 空 的 正常 仿 射 二 
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次 曲面 是 HQ, 1), H(1, 2), u(0, 3), S2, 0), ICI, 1), 
DEIRA: Xo m, ñ BF LR iania, NE PAY 
面 .只 有 HO, 2), AIG, 1) & YENER, 因为 这 是 使 二 次 
A à 为 中 性 的 芭 有 的 情形 《于 13.1.4,3，14.4 及 144.6), 


154 ” 实 及 复 的 正常 仿 射 二 次 超 曲 面 的 
拓扑 性 质 及 微分 性 质 


15.4.1 我 们 把 进化 鸭 情 形 贸 给 读者 作 练习 ， 故 候 设 在 这 一 节 里 
a € QA(X) EER, KER m C, BUE, RAH oi 
第 1 类 型 时 才 是 容易 的 , 因此 时 m (让 是 s o — 1 Da 


[ri 
WEAR 15.3.1), 从 而 im (e) HT Cr m oo, hua E 
第 I 美 型 的 , 则 im (a) 是 

im (&)\ lim (6) Nx]; 

这 里 im (4) $2 143.709 C(n 十 1)， 它 的 征 盾 不 是 初等 的 ， 
HÆ C(n +1) 内 im (的 门 cox 与 Cla) lif. RARE 
RCE, 

15.4.2 与 之 相对 的 是 当 K — R 时 ,我 们 将 看 到 正堂 二 次 超 曲面 
的 家 的 同 耳 业 都 是 初等 的 、 在 图 15.3.3 中 我 们 看 出 NC ,1) A 
BF R x {两 个 点 } 或 RXS, 这 里 S° 是 R 内 的 0 维 球面 . 
TI(1,2) ART R x $, n(0, 3) FEF S, 这 个 现象 是 有 一 
般 性 的 。 

154.3. SE. UC, 5) 类 型 区 正 常 仿 对 二 次 超 昌 面 的 象 微分 同 
RE R xs, 

DE CT = SR 
De- J sti, 

青 把 空间 入 等 问 于 Re Bdm RÜUUCDHRURIRGE(RISUR R =R x 
Re. REA Cr, y), HP im (e) 的 方程 是 xl ii + 
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1-5, BRI (z D (s, Le) Red cod 
>? Ë Jeram * 

DAB j。 它 把 使 pi 一 ly 十 1 一 0 的 (z, y) 变换 为 使 

Wy 二 1 的 (z, y). 从 而 f£ Gm G0) = R' X $7, 


图 054.3. 


1544 至 于 第 I 类 型 的 c, IE3 1541 中 已 经 指出 的 , 它们 
的 象 是 一 个 = 一 1 元 函数 的 图 象 ,从 潭 总 是 问 是 于 R 的 。 
1545 子 流 形 的 驶 点。 在 正常 二 次 超 曲面 的 情形 显然 15341 X, 
15.3.2 的 方程 定义 了 一 些 于 流 形 , 它们 的 实 余 维 数 分 别 是 一 或 二 ， 
Ed K—R R C 而 定 ;只 要 应 用 [B-G]， 第 56 页 即 可 得 到 。 至 
于 a 在 meim (e) 的 切 空间 , 它 与 疾 关 于 “的 配 极 超 平面 m^ 等 
同 。 这 可 与 14.3.8 问 样 证 明 ， 不 过 更 简单 些 。 

154.6 gui, M153 的 图 形 中 可 看 出 对 r, s WREE, I, s) 
或 IC, s) 类 型 的 二 次 是 曲面 沟 录 是 X 的 凸 形 的 边界 .事实 上 ; 
154.7. A, LERH KEU REA h e 
县 仅 当 它们 是 HO) R LG — 1,0) 类 型 的 .在 Ia 一 1, 1) 
的 情形 , 象 集 的 两 个 连通 分 支 的 每 一 个 ( 见 1543) 都 是 一 个 山形 
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Bur. 

在 nr, s) KIRE ERST 118, 112 得 出 ,因为 
这 里 涉及 的 是 函数 图 象 。I{(0，”) ROSETENUES RR UE, 它 是 单 
位 球 Dei ARREBAK, U( — 1, D 的 情形 也 所 
供 了 一 个 凸 形 ， 因 为 它 是 下 列 函 数 


5-1 mul 
E m +1 
i 


ARAR S95) 386 , MAER Sg ETAT pha (AL 118, 11.2), [A 
AR Sr <a 一 1 证 明 Ur, n — r) SIE E: PUERO 
边界 ， 为 此 仍 要 应 用 11.8，11.2， 厅 过 是 对 象 集 的 局 部 表达 式 来 
HB. Bude 和 一 1、 其余 坐标 南 为 0 的 点 宇 处 ， 可 将 象 案 看 成 下 
x 


a= iE a s 
fei Em 


"S. 

154.3 ik, EADAE X IN, TUE EAS ALI R XIE 
面 的 六 个 象 集 都 有 以 下 狂 质 : 当 用 X 内 不 合 于 这 些 超 曲 面 中 的 几 
平 所 有 的 直线 ( 见 14.1.3.4) 截 岂 六 些 超 曲面 时 ,其 交点 至 多 是 两 
个 , Marchaud 的 一 个 非常 精致 的 定理 断定 其 说 也 对 , 参 大 [MD], 
这 一 结果 属于 所 谓 “ 有 限 几 名 ”的 范 羽 ， 这 方面 的 基本 参考 文献 是 
[H-K], 但 也 见 [PL], 


15.5 正常 仿 射 二 次 超 曲 面 的 配 极 变换 


这 里 的 天 又 是 任意 的 。 
15.5.1 若 e 是 的 正常 二 次 超 巾 面 ， 则 把 X 内 关于 & 的 配 极 
变换 称 为 关于 “的 配 极 安 换 。 当 然 这 样 化 的 前 提 是 这 个 配 极 变 换 
在 交 肉 有 意义 ,例如 当 m € X XT a BD 048 DEU m^ MT cox 
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时 ,此 时 m+ 几 X 是 X 的 超 平面 , 仍 被 称 为 加 的 配 极 超 平 徊 并 记 为 
mi, 

15.52 Pb, RAE cox 点 的 配 极 是 平面 以 及 cox 的 极点 
起 仿 射 的 作用 。 确 实 , Wb c oor 是 OX 的 超 平面 cox HRA 
则 有 两 种 可 能 : ce cox 或 cE 多 ,首先 假设 cEX 且 应 用 14.7.4 
F H= o 以 及 mc, 考虑 到 642, 我 们 看 到 天 关 于 中 心 < 
的 对 称 , 即 -Idx.， 属于 & 的 群 ， 特 别 它 使 im (e) 稳定 ， 即 “ 是 
im (a) 的 对 称 中 心 。 我 们 可 节 这 一 点 精确 地 表述 为 ; 

15.53 ”命题 ， 对 于 一 个 正常 仿 射 二 次 超 曲 面 a, 以 下 三 个 条 件 等 
价 : 

G) 二 次 超 些 面 «是 第 H 类 型 的 ( 见 15.2.2); 


J^ 


图 15.53, 
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Gi) tk X; 

Gii) 超 半 面 cox 不 与 4 相 切 ， 

若 这 三 个 条 件 之 一 满足 , 则 点 c = col 是 im (a) 的 对 称 中 
D. RER “是 有 心 二 次 超 曲 耐 ，* 一 coz RITRO. RII 
也 称 第 11 类 型 的 二 次 超 井 面 为 抛物 而 。 

Gi) fd Gi) 的 等 价 性 就 是 1452.11, XP G) m Gi) 的 

等 价 性 ,我 们 可 把 15.5.5.2 的 中 心 方程 应 用 于 伐 ú REDRE, 
co 的 齐 次 举 标 Gn, x, 38) 是 《0，…。0。1)， 而 在 第 II 
类 型 的 情形 , 则 是 (0, +, 0, 1, 0), {H (0, +, 0, 1) €X, 
(9,-:., 0, 1, 0)€ cox, 
i554 i Ro RAT AI SEE dE RAS 15.2 的 一 个 几何 
证 明 .也 化 由 情形 , 这 也 和 15.2 HU go HE SERES RES, ls, 
152 的 计算 结 台 13.4.8 可 以 得 到 完整 的 具 信 约 尼 方志 。 对 于 这 个 
具体 约 化 方法 , 最 好 和 完 兴 助 方程 15.5.5.2 BUR dae AH, A 
操作 应 用 15.2. 参见 15.74 及 15.7.10, 
15.5 ok. BRE TES IUT a Sj 15.1.6.1 
给 出 的 方程 2, MEF LARMES Case, ms 0), 
X ARR Tin FROH 13.1.6 及 1453). 

155.5.1 (&.--, E. 0) HE IER OS 20: 

D anki Sl Bv, — E He e 0, 


举例 说 ,为 了 寺 找 ox 我 们 知道 这 个 极 ot 属于 生成 cox 
ILAA (1, 0, n. 0), on, (0, o, 0, 1, 0) 的 本 极 趣 平 而 
内 ， 这 洋 就 得 到 中 心 方程 级 : 

15.5.5.2 I2 - x aE bm Dub mm dens n. 


Xi 
15.5.6 $15. MEHE- -个 点 ee oox (图 15.5.3), 和 它 的 配 极 
HSH at. 1474 及 642 表明 “的 象 关于 下 述 仿 身 对称 是 整 
体 稳定 的 : AUTRE RUES x HOTTE a^ = ein X, 3t 
EITA e 为 无 穷 远 点 的 直线 的 方向 〈 苦 ats oot) 所 人 的 
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15.57. 定义 .所 谓 仿 射 空间 的 子 集 F HU EET S kk ipay 
起 平面 H. 存在 Xx 的 直线 的 方向 D. GUSMEH EN Y D RU 
射 对 称 使 保持 稳定 。 
15.58 15.5.6 中 的 讨论 表明 正常 仿 射 二 次 超 此 而 “其 有 直径 , 即 
有 起 平 面 仿 射 对 称 ,实际 上 它 所 有 的 息 径 与 使 a+ à cox 的 ae cox 
一 样 多 。 但 at 一 cox 等 价 于 “一 co 过 。 因 此 只 有 两 种 可 能 性 : 

第 一 种 情形 : 若 “是 以 “ 为 中 心 的 二 次 超 曲 面 , 则 im Qe) X 
于 所 有 的 直线 方向 都 是 对 称 的 ， 因 此 关于 所 有 的 超 乎 面 方向 是 对 
称 的 ,这 是 因为 > atl co 是 关于 d 的 配 极 变换 , 而 这 里 的 ë 
不 是 退化 的 ( 见 15.1.3)， 此 外 相 空 的 对 称 超 平面 都 通过 中 心 c, 

第 二 种 情形 ; Æ “是 抛物 面 ， 设 “一 co&e cox RUNE 
远 超 平面 的 接触 点 ， 则 除 “ 外 所 有 的 直线 方向 都 是 对 称 方向 ， 直 
径 不 可 能 取 所 有 的 超 平面 方向 ,特别 ,直径 总 是 包含 “ 的 方向 在 内 
的 。 举 例 来 说 在 平面 的 情形 直径 部 是 平行 的 ， 

很 自然 地 我 们 想 要 知道 上 述 性 质 是 否 刻 划 了 二 次 超 曲面 的 象 
集 的 特征 。 当 K — R 时 ,回答 是 令 人 满意 的 。 
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15.59 定理 。 设 天 是 有 限 维 实 欧 氏 仿 射 空间 的 一 个 紧 集 , 使 得 对 
任意 的 超 平面 方向 , K 有 一 个 平行 于 此 方向 的 直径 , 则 天 是 有 相同 
中 心 而 且 彼 此 位 似 的 一 些 二 次 超出 面 的 并 集 ， 

只 要 把 2.7.5.9 及 2.7.5.10 应 用 到 天 在 X 的 仿 身 群 内 的 稳定 
THEE G 一 GAx(X) 即 可 。 出 此 可 得 在 X 上 存在 一 个 关于 G 不 变 
的 欧 氏 结构 。 但 8.2.9 表明 定理 假设 中 的 仿 射 对 称 是 关于 这 个 欧 
氏 结构 的 正 交 对 称 . 册 于 对 每 一 方向 部 有 这 样 的 对 称 , 根 据 8.2.12 
可 得 G = (X), 这 里 < 是 天 的 中 心 。 因此 Vase K, FRE 
BR z 在 G 下 的 轨道 ， 它 是 以 “ 为 中 心 过 = 的 球面 。 

LA 11.8.10,7 为 基础 ,可 对 15.5.9 EHI P JL RES ERR. 
15.510 E, 读者 可 以 看 到 ,有 一 些 问题 我 们 并 没有 给 出 解答 .也 
还 可 以 提出 别 的 一 些 问题 :例如 对 半 放 代数 曲线 的 直径 的 研究 . 关 
于 后 一 问题 ,可 参看 [LB2]， 第 150 pi, 

15.5.9 的 应 用 之 一 是 关于 Minkowski 几 可 的 . 这 种 几何 就 是 
关于 有 限 维 赋 范 实 向 量 空 间 的 度 需 结构 ,其 度量 定义 为 d(x, y) 
Fol. 这 样 的 一 种 几何 是 否 有 对 全 等 度 起 变换 ? 15.5.9 表明 车 
这 种 几何 关于 所 有 的 方向 邦 有 对 合 等 度量 必 侈 ， 则 它 必 定 是 欧 氏 
几何 。 关 于 这 些 Minkowski 度量 ,请 看 [B-K]， 第 133 页 以 后 . 

直径 是 与 im(a) 中 平行 于 已 知 方向 的 弦 的 中 点 轨迹 有 联系 
的 ,请 参看 15.7.5。 

正常 仿 射 二 次 超 遇 面 的 两 个 直径 H, H KE, # 
它们 的 方向 H, H 关于 a 满足 (QH): L (HB), 在 圆锥 曲线 的 情 
形 ,我 们 得 出 一 些 应 该 熟 记 的 简单 图 形 , 参看 15.7.7, AE 15.64, 

# = 不 是 正常 的 ,也 可 定义 (多 0145.6) 一 个 血 极 变换 ， 参 看 
15.74 中 借助 于 这 个 配 极 变换 对 15.2 的 解释 。 

15511 渐 近 锥 面 , 渐 近 线 。 我 们 也 期 待 着 im (ox 的 点 起 
其 种 作用 ，。 戏 这 些 点 的 切线 也 有 同 禅 的 期 望 。 我 们 把 区 e 为 顶点 
外 切 于 g 的 锥 面 称 为 «的 渐 近 锥 面 (无 14.5.3)。 只 有 当 c€ X 时 
FEARNE Æ n 一 2， 此 锥 面 由 两 条 直线 网 成 或 缩 成 。 点 .将 
这 两 条 直线 存在 , 则 被 称 为 «的 浙 近 线 , 当 = 一 2, K =R 时 ,只 
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a-3,K > R 时 , RAR NC 
d 15241, 


图 15.5.1. 


156 欧 氏 仿 射 二 次 超 曲 面 


1561 分 类 。 若 X 是 欧 氏 优 射 空间 。 则 必须 在 Is (X). 的 作用 下 : 
而 不 是 在 GA (X) 的 作用 下 , 对 X 的 正常 仿 射 二 次 点 曲面 作出 分 

类 .利用 13.5.5 以 及 15.3 的 技巧 , 我 们 总 可 找到 一 个 标准 正 交 标 ， 
R i a HRANA FEA: 


-aloe 


Di atik Dar D anc. 


m ia mn 


J, 13.7.10 RAS E 9 49 9, 
-不 同 轨道 ,只 需 加 上 条 件 a; mu i<ÿ, 
tisler Ë Vi<ji, i J= r-r 1, 5 n— 1 IÑ n. 

研究 ， 关 于 其 它 结果 可 参看 


Vus SARIL e Hu s 26 1 3122 TRI x B 
球面 , 即 它 是 形 如 4 — 4(4)-—1ix€Xis() —1) 的 ,其 中 
4€ Q(X,) 
是 正定 二 次 型 ，sE X (BL 15.3.22. # X, 的 一 个 基 mj. 
使 9 写成 2 = BU (m) 2 q 的 标准 正 交 基 ( 见 13.3.1), BER 


(m) 是 关于 9 RMR. 

现在 再 人 ERRER, T —T 的 欧 氏 结构 【〈 与 4 无 
XO. En 8.11.5 IBU X, KA ARII Gram 行列 式 记 冶 
Gram (+,-+), DIU: 
15.64 Appolonius EE ARR AR x ORE ERE AD RTI 
一 些 纯 量 AC, k) (kom dus m). n APTA TTEEROEAUA 
imi 有 

AE, ky = 2) Gram (m, m4). 
hé 

15.6.5 AC, k) 的 计算 ,根据 13.5.5。 存 在 关于 殉 氏 结构 上 站 的 
标准 主 交 基 ， 它 关于 9 REESI. BX TE de) 之 下 o 


Xn MRA fm = JAT e = (0) RRAN, BA 


Gram (mi, m4) = lm] nma? mà 
从 而 


“Ze 


AS, D gears m. 


d4866 9j. MAR n, 8.11.6 表明 AGP, n) Reb o Rm E 
构造 的 平行 六 面体 的 休 积 Uh 91242), KERERE CE 
RL 11.8.9.4)， 这 一 结果 并 不 以 X 上 的 欧 氏 结构 作为 必要 条 件 , 见 
2.7.4. 它 只 是 以 几何 方式 表达 了 以 下 事实 :车 JE 0(9) HJ |det f — 
1: 见 13.6.2. 


对 任意 的 = 及 = LAS, D= D bn. BESAT- 


£ 
组 标准 正 交 基 的 平面 入 图 Lor E — 1 一 0， 我 们 总 有 [mlt 


lm 一 十 如 及 阴影 部 分 的 面积 = 456。 这 就 是 原始 能 Appolo- 
nius EM. 
对 一 3, k —2, 将 有 ( 见 8.11.8) 
AGE, 2) = Vm Nol + ms Am! + dms Amal 
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BH RU eq (on. m, m.) 上 作出 的 三 个 平行 四 边 形 的 面积 
之 和 是 常量 ， 

15.6.7 证 明 。 对 于 4 一 9 (1) 取 定 一 个 共 斩 集 (md 并 没 二 
次 型 | ' 必 关于 这 个 基 的 矩阵 是 B, 对 于 男 一 个 共 施 集 {mx} ,根据 
13.1.3.8 及 13.65, -PRIP B' 将 是 B'—'SBS, Hih'Ss— 
1, Wut B'= SBS 与 8 相似 ,从 而 有 


det (B' + AI) 一 Erke, k) = det (B + 21), 
ize 


这 里 的 ACA. 4) 仅 依赖 于 4, MIRT E, 但 根据 线性 代数 
"IA 


det (B+ a1) Et (22. Mis). 
这 里 的 Min 是 由 使 
$$ 1 
的 E, 所 构成 的 矩阵 的 行列 式 ， 但 由 13.1.3.6 中 B' 的 定义 可 知 
bu = (on m). Ma 
Mi, = Gram (mist, ma). 

15.6.8” 轴 ，15.6.1 表 肯 欧 氏 仿 射 空间 的 正常 二 次 超 曲 页 的 象 具有 
ERA, ECER I 类 型 的 ,这 个 对 称 就 是 关于 有 个 坐标 超 邓 面 
的 超 平 面 对 称 2 一 x;: CHEE) x; 不 动 ), 若 是 第 II 类 型 的 ， 
则 要 除去 对 称 “一 > 一 zw 
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15.7.1 ”研究 对 仿 射 二 次 超 曲面 的 “零点 定理 ” 

15.7.2 当 # 一 2 或 3, K =R 或 C 时 研究 退化 仿 射 二 次 超 曲 
HAUTS. 
15.7.3 ”研究 退化 二 次 超 曲 面 的 中 心 及 直径 ， 

15.74 ”对 任意 仿 射 二 次 旺 曲 面 定义 配 极 变 换 ,证 明 此 时 第 r, B, 
In 类 型 可 刻 划 为 ; 
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第 工 类型: oozflim(e) # Ø; 

BIRA: eod X = D, coiflim(a) — Ø; 

第 山 H: NX = 9. 
用 斤 何 方法 证 明 15.22. 
1575 ”大 完 仿 射 融 锥 曲线 的 平行 于 已 知 方向 的 纺 的 中 避 的 雪 迹 ， 
18.5.6 dE C — im (o) 是 正 党 平面 加 锥 曲线 的 非 空 象 , 严 是 平面 
Bs Cm, a), (m, b) 是 5 的 两 条 不 同 切线 ， 过 ?县 与 C 切 


Fag b EHAR D= (m 270 是 < 的 一 条 直径 ， 而 


Fat COD 处 的 切线 帮 与 《z， PH. A oe EMREN 
DES CH Fm D HOA. XXBEXAELAD ARAS TS 


点 以 及 在 这 两 点 上 的 切线 后 ， 旧 上 而 的 性 质 即 可 用 几何 作 图 法 作 
U dX EAR PRA. 

注意 到 图 15.7.6 中 三 角形 (m. a, PY 的 面积 是 三 角形 Im, 
2, b} 的 1/4, 根据 实 ， 应 用 Archimède 的 极限 方法 推导 
出 阴影 部 分 的 面积 等 于 Qm. a, bY WIAR 2/3, 再 用 积分 学 证 
明 这 一 结论 。 
15.7.7 "RETRO ED GTIZUE iR Erhi T ATE 

JE. TE 15.7.7 dU e. M 证 明 总 有 Z= Tep. 对 

了 中 的 点 e, v, ERDI ca, ev 关 十 à Jig. 
15.7.8 证明 15.6.1 的 细节 . 
15.7.9 RO 是 三 维 欧 氏 仿 射 空间 的 有 心 正常 二 次 曲面 的 象 ,* 是 
一 个 固定 点 ,x 六 8， 通过 x* 作 ERDER D, E, F, 


是 常数 ， 给 出 例子 及 推广 . 

通过 * 再 作 三 条 直线 D, E, F, Y11890 183 Q 两 两 
RÉ, HDBOT s, b, E BOT c, d, F RO T e, f. 证 
明和 式 


xa- zË + xç - zd + xe + xj 
是 常数 .给 出 例子 及 推广 ， 也 参见 17.9.12. 
15.7.10 对 于 R 或 R 中 下 列 方程 的 二 次 曲线 ( 面 )， 找 出 标准 
正 交 的 仿 射 标 架 使 得 新 方程 具有 15.6.1 中 所 述 的 类 型 。 找 出 这 些 
新 方 入 以 及 所 得 二 次 昌 线 ( 耐 ) 的 性 丰 。 此 外 再 给 出 它们 可 能 有 的 
轴 及 浙 近 线 。 如 果 方 程 中 含有 参数 。 则 所 得 的 结果 要 根据 参数 的 
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取 值 加 以 讨论 。 
yz 十 zx 二 zy 二 让 x 十 y 二 zz) 十 所 二 0， 

Ac + 39 + 9z' + Bez + Axy + 4ÿ + Sz +10, 
RRQ + 1) (y: s) — 2(yz + zz xy) + 22 — 324-1—0, 
(pz — 09) (ox — iY + (y — px) = 1, 
4a? + Sy! + z + 6yz + de + 02xy + 2z + 3y F e + p= 0, 
+ Dry + y? — ar — by = 0, 

x cc Dey + 2y(y — a) = 0, 
ax — 2xy + By — 2x — 2ay = 0, 

(a — 1)z° + 28xy — (o + 1): + 2ax + 28y — (a + 1) = 0, 
15.711 对 实 仿 射 平面 的 双 曲 线 ,证 明 15.5.11 SLA BB AM 

与 通过 参数 曲线 定义 的 概念 一 致 
15.712 省 明 车 一 信 严 这 的 平和 四 边 形 内 接 于 圆锥 曲线 ， prem 
中 心 是 这 个 圆锥 曲线 的 中 心 。 

15013 ERE. 设 吕 是 三 维 欧 氏 仿 射 空间 的 有 心 二 次 曲面 . 
证 明 外 切 于 8 的 直 三 面 鲁 的 顶点 轨迹 是 一 个 球面 ， 称 为 8 的 切 距 
球面 ， 当 8 是 抛物 面 时 ， 它 变 成 什 入 样子 ? 

证 明 调和 外 蕊 于 2 的 球面 《 见 14.5.4.4) EEZ TERE 
的 球面 、 

证 明 二 次 曲面 的 一 个 切面 束 的 切 虹 球面 构成 一 个 球面 束 。 

试 与 17.4.2.3，17.6.1 及 17.9.5 比较 。 
15-14. 设 8 是 三 维 欧 夭 仿 射 空间 的 二 次 曲面 ， 研 究 VAOR 
面 ,好 在 2 上 蕉 得 一 个 圆 的 平面 ,以 及 所 蕉 得 的 阅 .( 利 用 14.1.3.7 
及 17.4.2， 我 们 能 够 研究 在 欧 氏 仿 射 空间 的 射影 完备 化 空间 的 复 
化 空间 的 无 穷 远 平 商 内 发 生 些 什么 ， 我 们 也 研究 切 @ 于 两 个 不 同 
点 的 球面 以 及 它们 与 8 的 交 .) 
15.7.15 设 2 是 三 维 欧 氏 仿 射 空间 的 二 次 曲面 ， 和 = 是 一 个 点 .证 
明 8 的 过 mw 的 法 线 “ 一 般 说 来 "是 6 条 ,证 晓 所 有 过 * 的 法 线 在 8 
上 的 垂 足 都 包含 在 一 个 二 次 锥 面 内 ,其 顶点 是 m， 并 包含 8 的 中 
DAR Q RR E m BJ 34788. ARES 175.5.6 比较 。 


"pe 


15.216 iEn ug DATE — AE BK ES 2x B| E 2n e HH An e E 8 — ll 
而 ,参看 1722.5 及 17.64. 
15.717 EMT m, dc RP 内 考虑 方程 为 
# Y 4 Æ 10, ambe, 

SFr PRA gÀ 
,的 二 次 直面 族 8(4) .研究 过 定点 Gros Yos ©) TES p Qa). 
:证 明 当 有 三 个 QOO 通过 同一 个 点 上 时， 它们 在 这 一 点 的 切 平面 是 
Wig E SERI (H), 17.6.3.3), 
15.7.18 在 一 个 念 射 平面 上 有 四 个 点 ,其 中 任意 三 点 部 不 共 线 ,请 
肝 阴 影 标 出 具有 下 述 性 质 的 区 域 : 由 阴影 区 域 中 的 点 与 四 个 已 知 
EU nasi TUR A. 
18.49 HEB 86 — ERES — Pct PR UT EKES A 
称 ( 见 9.2.4). 
15.120 设 & 是 ” 维 欧 氏 仿 射 空间 的 尺 0 为 中 心 的 业 妹 面 。 考虑 
ENERE 00, PREZAR (aues... 证 明 

SN 

ft (02 


是 一 个 常数 。 
由 此 推导 出 包含 这 些 a, 的 超 平面 的 包 络 ( 见 10.13.12), A 
用 以 9 为 中 心 的 球 机 的 配 极 变换 重新 证 明 15.7.13. 


eme 
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自 愉 古 项 腾 时 代 以 来 ， 特 别 是 经 过 了 19 世纪 几何 学 家 的 发 
展 , 国 欠 曲线 已 成 为 大 量 研 究 工 作 的 对 但， 因而 在 这 方面 的 成 果 是 
为 数 可 观 的 ; [EE] 中 对 这 些 成 果 作 了 系统 的 阐述 。 在 多 少 带 点 
古典 意味 的 结果 中 ， 我 们 选 了 关于 国 锥 井 线 内 接 和 外 雪 多 边 形 的 
Poncelet 定理 作为 本 书 的 一 个 较 难 的 定理 ;在 我 们 看 来 ,这 是 关于 
圆锥 井 线 的 最 漂亮 的 结果 (第 16.6 v). 

在 二 次 超 曲 面 中 间 , 图 锥 的 线 具 有 两 个 突出 的 优点 ， 第 一 ,可 
用 射影 直线 来 参数 化 ， 从 而 引 由 图 锥 曲线 上 的 交 比 和 单 应 的 概念 
《第 16.2 和 16.3 节 ), 沉 二， 两 个 图 锥 曲线 的 相交 理论 使 我 们 有 可 
能 得 出 Bezout 定理 ， 并 对 图 锥 曲线 来 作 充分 的 研究 (第 16.4 和 
165 9). 


dug, P= PLE) 是 特征 数 不 为 2 的 域 K 上 的 射影 平 | 
Hu Pe P(E*)， 我 们 常 将 一 点 meP 和 mm 的 射影 坐 未 。 
MIE HE (z,y, z) SARR. ad= (o. P) 表示 连接 点 
4 和 点 Ma + b) 的 射影 直线 (参见 16.1.2). 

JREJRO BUE — A BL ik db AR ae PQUE), 常用 c — 
im(o) 表 示 a BUR. € 表示 的 方程 。 但 在 第 167 节 中 ,和 
9 是 就 仿 射 平面 X ERU TUER. 
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1611 根据 14.1.3.2 和 14.1.7.1, 或 者 a 是 正常 的 ,或 者 4 的 象 C 
仅 省 一 点 ,一 条 直线 或 两 条 上身 线 、 

16.12 约定 。 设 已 给 定 一 条 正常 圆锥 曲线 (或 是 这 人 么 指明 的 ， 或 
是 并 没 指 凑 但 容易 看 出 的 ) Ha, 3 是 im(a) = C 上 已 知 的 两 


点 ， 则 在 a b 时 记号 a 表示 射影 直线 la, b) = ab, MEL 一 
bj. aa 表示 “在 “的 切线 (参见 14.1.3.5)。 在 用 了 这 一 约定 而 
得 出 的 那些 结论 中 (例如 16.2.2，16.2.11)， 我 们 让 读者 自己 去 验 
证 所 得 的 结论 确实 是 成 立 的 ;其 中 一 段 狂 的 三:4 见 14.1.3.2。 
16.13 记 法 ， 对 于 了 的 齐 次 坐标 《x, y. x)， 习 惯 上 将 < 的 第 阵 
4 和 4 的 一 个 方程 写成 下 面 的 形式 ; 
16.13.1 
q = ax + a'y + est 2byz + 2l sx + 2b"ay, 


a B^ P 
A= E à b | 
ó ^ b aj 


将 了 在 齐 次 坐标 下 的 射影 标 架 记 为 p, goras BD p= (1, 0, 0), 
4 二 (0, 1, 0), r= (0,0, 1), = (1, 1, DD (BH 44). FE: 

16.132 三 角形 {p, 4, 7) SET E FR MU 38 RU gz JE: 
5 一 站 一 0" 一 0 (BI 1454), ZAJE (p 4,7] 内 接 于 C 的 
充 要 条 件 是 a= a = a” = 0 Mk, s€ C 的 充 要 条 件 是 b+ 
FR, 要 使 9 r6C WB pe, pr 相 切 于 C， 必 须 且 只 
M “的 方程 形 如 ax? + 26yz; JR, s€ C 等 价 于 “的 方程 形 如 
alè — yz) 《要 用 到 145.3). 

以 上 结论 使 我 们 可 以 在 圆锥 曲线 的 情形 下 更 详尽 地 讨论 
141.6 和 14.2.4 中 的 内 容 : 
'16.14 d. 丝 过 内 中 任意 三 点 都 不 共 线 的 、P LIER € 
且 仅 有 一 条 正常 网 锥 曲线 。 对 任意 域 玉 ， 设 和 EN AIS 
HER. ime) 非 空 有 不 退化 为 一 点 ; 则 从 ime) = im(8) 必 
£ a= 8. 

RE 468, SDWUPHARESIRRUAHÉ RA (2 prsh M 
16132, 4 C 包含 这 四 点 时 , “的 方程 必定 有 下 面 的 形式 : 

byla — x) + b'x(x — y), 

Wb Ges yos 24) 一 上 是 已 给 的 第 五 点 则 它 不 在 直线 pas gr, rp, 
P ars EARS m y 加 ARE AXE, AT by 
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(as — m) + Px, Gn s) = 0 ZR EE IR (b, F), TEE. 
BE 2 0, b-F P v0; ARABIE 
bye + bzs + b”yy 

是 正常 的 ,这 是 因为 dest = bbb" Z 0, 

现在 设 ,8 使 ima) = im(8);， 首 先 假定 o 退化 , 则 根据 
1413, 14.1.7.1 和 假设 条 件 , 由 im(a) = img) 就 可 推出 a=p. 
车“ 是 正常 的 ,大 K>3R C= @, R| £C 25; EXE, 
# seC， 则 己 上 经 过 “的 直线 数目 为 下 十 1 > 4， 其 中 不 与 C 
HOME 23, 都 与 C 交 于 a 以 外 的 一 点 ， 由 定理 的 第 一 部 分 ， 
我 们 就 得 出 所 需 结论 ， 剩 下 的 是 井 玉 一 3 的 情形 ;二 述 结果 表明 
C 至 少 包 含 四 点 。 如 果 我 们 取 这 四 点 构成 射影 标 架 ， 由 前 段 可 知 
Apo 正常 时 , o 的 方程 必 为 b(zy + yz + zz), 


s= ssl 


图 16.14. 
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162 良好 参数 化 映射 ,四 点 的 交 比 ，Pascal 定理 


1621 ”上述 内 容 启发 我 们 将 每 条 经 过 me C 的 直线 品 眼 点 Dn 
C 联系 起 米 。 更 精确 地 说 : XP me P, 用 m* 来 记 P 上 含 w 的 所 有 
直线 构成 的 P* 的 直线 (参见 4.1.35), 设 me C， 当 a 正常 时 , 置 
《利用 16.1.2): 

16.2.2 zn:C = im(a) 3 r> mn € m*, 

16.23 命题. Xj me C, =, 是 一 .个 双 射 对 任何 m, 2€ C, 
mnt nt 是 一 个 单 应 ， 反 过 来 ， 若 m, ”是 疡 的 不 同 的 两 
Mo Hofimt—s* 是 单 应 , 则 存在 一 条 P 上 的 圆锥 曲线 ,使 得 
im(a) = {DN1(D) :De m*}; XR BE X oma, 这 条 
回 锥 曲线 退化 的 充 要 条 年 是 fuma) 一 ma; RSC mn 05— 


图 16.2.3 
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条 直线 组 成 。 

由 14.1.3.2 和 14.1.3.5 就 可 得 出 双 射 的 结论 。 现在 如 果 m, 
n€ C， 取 射影 标 架 使 六 一 (0 1, 0), n = (0, 0, 1), ME SH 
程 为 六 一 yz， 根 据 16.1.3.2 这 总 是 可 以 做 到 的 ， 于 是 mt HA 
程 为 lz + pz 一 0 的 直线 D HR, r 由 方程 为 Ys 十 py 一 0 
的 直线 D' WR AM DND €C 等 价 于 AY 一 ag, 这 是 (4, p) € 
Ë # Q, z) e R 之 间 的 一 个 单 应 。 

反 过 来 ， 首 先 假定 an) = mn; 则 结论 在 6.5.9 中 已 经 证 
f. 否则 , Hm, ni DIO IUS) (i 一 1,2,3) 这 五 点 应 用 
16.1.4, 其 中 D; 是 各 不 相同 且 异 于 mo 的 , 即 可 。 

1624 推论 . Æ K — C Bo iE, W im(a) 与 PC) AA; 
若 K=R, ei B SEE, N] ima) FATF PCR), 

在 前 面 所 取 的 标 架 下 ， 可 以 看 到 xx: BAFRA R > (2， 
a) Qa, ~, 一 2) EP，K =R 或 C 时 ,这 是 连续 映射 。 
1625 dp. Ra 是 有 非 空 象 C 的 正常 贺 锥 曲线 ,mi (i —1,2, 
3,4) 是 C 上 四 点 ， 其 中 至 多 有 两 点 是 相同 的 ; 则 四 条 直线 mm; 
的 交 比 [mm] 《参见 65 和 16.1.2) 5A me C 无 关 。 把 它 称 为 
C EWA mw 的 交 比 , 记 为 im] R imle EK, 若 有 三 点 重合 ， 
仍 是 可 以 定义 的 ， 因 为 这 时 它们 是 调和 分 割 的 ,将 这 一 交 比 记 为 
Im] = 一 1 (83,64). 

命题 由 16.1.4 和 6.1.4 即 可 证 得 。 

应 用 6.5， 我 们 还 可 以 有 以 下 结论 : 

1626 ika 正常 ,ze C，DD 是 一 条 直线 日 a&D; H| Cm 
am) DED 是 一 个 双 射 而 且 保持 交 比 。 一 个 例子 就 是 n=l, 
K=R R = 2, K = C 时 的 球 极 投影 : 参见 18.1.4, 18.107. 
20.6。 

16.2.7 例 

16271 设 “ 是 一 条 正常 出 锥 曲线 ，m, n E: P EREK PS 
点 , 则 集 {DN E: 直线 Dom, BUE Es, DLE, 是 贺 锥 曲线 
BJ R EE B ELE m RI s, 


UE 


事实 上 ,由 14.5 就 有 E — nD+; 而 m* 5 DL Dt € mt E 
一 个 单 应 , 它 使 mi 3xh> neen", PEL 162.3 的 最 后 一 段 即 
可 证 明 命 题 ， 
一 个 这 样 的 几何 轨迹 鸣 例子 是 欧 氏 空间 中 国 锥 曲线 的 切 虐 
页 , 见 17.4.2.3。 
16.272 ”根据 对 侦 序 理 ， 让 162.3 旭 可 推 很 : f FD — E 
是 P 上 两 直线 问 的 单 应 ， 则 当 mw 取 遍 DD 
LIRE, EAR (m, f(m)) GAB P E 
一 条 与 D 和 E FREDIS IMEEM Els 
果 的 一 种 很 特殊 的 情形 是 9.6.7.1. 
16.2.7.3 出 14.6.1 可 推 得 ， 藻 a 
是 正常 国 锥 曲线 半 象 集 非 空 ， 则 可 以 用 
两 种 等 价 的 方式 定义 0 的 四 条 切线 的 交 


比 ,或 老 是 作为 四 个 沼 点 的 交 比 ,或 者 是 
全 为 任 一 声 线 与 这 四 条 丸 线 的 由 个 交点 


图 16.2.7. 
AU set. 


16274 一 个 漂亮 的 应 用 是 可 容 已 知 角 的 弧 。 见 174.22, 
16.28 评注 ， 根 据 16.1.3.2， 象 祭 非 空 的 正常 将 维 遇 线 必 有 形 如 
x — yz 的 方程 ;但 这 时 映射 K^ 3 (4, Ap)F> (e, P, ut) € E 在 
南 空 间 上 诱导 出 1: 代 一 C， 它 是 双 东 ,而 且 保持 交 比 一 其 实 这 
是 16.2.3 中 证 明 的 一 个 应 用 。 更 一 般 地 ,我 们 有 下 向 的 命题 。 
1629 命题。 每 一 保持 交 比 的 双 射 FR 一 C 称 为 象 集 非 空 的 


Ki eg 


BD fep = pog; 而 且 在 不 计 相 差 K* 路 一 个 纯 量 的 情况 下 ,这样 的 
SRE. ROUX, 设 2e PPK; E) WE P 是 在 商 空 


BUE 


间 上 的 诱导 映射 ;那么 ,如 果 f MN, CR ID) = c 就 是 一 个 
正常 贸 锥 曲线 的 象 集 ,而 旦 f E— Biri taka. MAER 
两 个 C 上 的 良好 参数 化 映射 J aK c, 总 有 

Eriofe GP(R), 

最 后 一 个 结论 由 定义 和 6.1.4 即 可 得 出 ， 给 定 f. z 的 存在 
VEWIETRAJELAESSESDUAS z: G, u) (2, An, p) 的 存在 性 导 
出 ; 唯一 性 是 显然 的 ， 由 多 ?的 定义 即 可 看 出 为 证 明 反 过 来 的 
结论 , 记 

£= u + w ln F uu, 
y = 22: + vA vg, 
z= wk d wut ww, 
我 们 先 证 行列 式 
| Li 
lo v e” |= 0, 
'w w w” 
如 若 不 然 , 就 有 一 个 形 如 
(4, z) — (ol + bp + cg, a 1 + bu + ¿' 2) 
BRA, 我 们 留 给 读者 证 明 ， 这 时 只 要 EK 23, ASH ENS 
SER RR 是 不 可 能 为 音 射 的 。 

由 此 即 可 推 得 ， 存 在 线性 无 关 的 pn DE E* 使 =pl, 
(ry z), BIG (R) 是 以 方程 
为 了 一 gs 一 0 的 圆锥 曲线 作为 象 桌 的 ; KARAHA E E 
的 ,因为 p: ns i BERELER. KA, 还 是 一 个 良好 参数 化 
BU, ROUE ART RENE RAP 中 的 单 点 的 情形 下 ,我 们 有 

Q, p) (2, 1, n), 
Hi 16.2.8 可 知 它 确实 是 良好 参数 化 映射 . 
16.210 +. 这里， 我 们 就 殴 锥 曲线 而 言 涉及 到 了 一 个 关于 有 理 
曲线 的 一 般 定理 的 特殊 情形 ， 那 就 是 Lüroth 定理 ， 但 这 个 定理 
只 在 天 是 代数 闭 域 时 才 成 立 ， 例 如 可 参见 IWK], 第 149 一 151 
x. 
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16.211 Pascal 定理 . 设 C 是 一 条 正常 一 锥 曲线 的 象 , a, b. c, 
d, 6,f 是 C 上 六 点 ,其 中 至 多 内 有 三 对 点 是 重合 的 (参见 16.12), 
DE eb(ide, beef, cda E8. 
& x= befed, y= cd(Yef, z= abf de, t = afde; H 
16.2.5 和 6.5.2 就 有 : 
[z, x, d, e] = [ba, bc, bd, be] 
= la, je, fd, fe] = Ur, c, ds y], 
于 是 由 6.5.8 可 知 21, ze, ey 三 线 共 点 。 


图 16.2.11， 


16.2.12 我们 注意 到 , M C 由 两 条 直线 组 成 时 ，Pascal 定理 就 是 
Pappus 定理 ,参见 5.41, 我 们 好 象 还 不 知道 Pascal 是 怎样 对 图 
来 证 明 他 的 定理 的 ; 但 我 们 却 知 道 ,他 是 通过 投影 从 圆 过 渡 到 贺 锥 
曲线 的 情形 的 ， 参 见 17.1.5， 关 于 “神秘 六 点 形 ” 的 其 它 证 明 刘 性 
Wi, 可 见 16.8.3, 16.8.4, 16.8.5, 16.2.11 的 逆 命 题 是 显而易见 的 。 
只 要 注意 到 一 条 直线 与 一 条 圆锥 曲线 至 多 交 于 再 点 。 这 一 点 我 们 
在 16.3.3, 16.7.3 中 都 将 用 到 .由 14.6 可 以 推出 ， 
16.2.13 ”推论 (Briamehon), 车 一 个 六 边 形 外 切 于 一 条 正常 融 
锥 曲线 , 则 它 的 三 条 对 角 线 并 点 。 

Pascal 和 Brianchon 的 结论 对 退化 的 情形 也 适用 (参见 
16.1.2)， 在 图 16.2.13 中 我 们 画 了 两 部 情形 ， 其 中 一 种 是 极限 情 
X. 
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图 16.2.15. 


16214 o TH, mins 


Um) les 


CC, NX fe GH(P) À 


= [mile 


163 ”圆锥 曲线 的 单 应 和 单 应 群 。 应 用 


| 本 节 中 是 正常 网 锥 


PREREZ. 


16.3.1 EX. CHÉE-RRE 


P = Id; H.F Ide, 则 称 了 是 一 


或 GP(a). 
163.2 ”根据 16.2, 若 acC, W 


比 的 双 射 称 为 BS CAE 
个 对 合 。 “的 单 应 群 记 为 GP(C) 


H 


fe GP(C) 等 价 了 


naoforn € GP(a*); 


对 任 一 良好 参数 化 映射 也 有 同样 的 结论 . 


的 对 合 是 由 应 的 。 例 如， 存在 中 


C 的 对 合 与 6.7 意义 下 
一 的 单 应 将 C 上 已 知 三 点 喘 成 指 


定 的 三 点 。 所 以 GPO BARF CPR) (得 同 构 的 方式 并 不 


唯一 ), 因 而 也 记 为 GP(1; K). 
我 们 也 注意 到 ,另外 有 一 种 


找 出 “的 单 应 的 方法 ,其 出 发 点 是 


162.14 Wt f€ PO(e) (参见 14.7); 在 16.3.8 rad CREE AUR. 
到 ,再 没有 其 它 的 单 应 了 。 暂 时 ,我 们 来 考虑 将 C 的 单 应 和 整个 己 


ERER. 
16.3.3 定理 ( 单 应 轴 定 理 ), 


X fe GP(C); 则 存在 一 条 P 上 的 


直线 A， 使 得 只 要 m,nceC B. m # n, m == f(m), RE n= 


11077 


a) >" nf ma € A, AXE. 了 的 固定 点 就 是 An C 
的 点 。 

在 巡 有 和 需 权 时 ,我 们 是 不 会 忘记 利用 16.1.2 的 , 设 Camas 
是 C 上 节点 ; 令 a= faj), s= aa, aja, E ao m, a 各 
不 相同 ,又 设 A 是 直线 soni 由 6.5.8 和 16.2.5 TAA su P ss HR 
RFA. 4816241 (ELE CBE REL SIL 16.2.12), 点 ss 属于 
AZIR). 
16.3.4 WEE, AK 是 代数 闭 域 ,我 们 不 用 16.2.11, 而 直接 从 6.5.8 
出 发 来 证 明 16.3.3; ER, A = ss 必 与 C 相 交 ， 且 就 交 在 了 的 
回 定点 ,因此 和 的 畦 点 就 是 它 是 连结 这 些 点 的 直线 (参见 16.1.2). 
这 样 ,16.2.11 可 以 很 简单 地 从 16.3.3 导 出 ! 因此 ， 如 果 愿 意 的 话 ， 
就 可 以 利用 K 的 代数 闲 包 和 “在 该 闭 包 上 的 扩张 。 值得 注意 的 
起 , 见 使 im(a) = 8 ，f 仍 可 能 没有 固定 点 ,参见 下 医 。 


“108« 


16.3,5” 例 。 贺 的 旋转 是 单 应 ;这 可 由 9.8.7.2 推进 ， 我 们 在 17.4.2 
中 还 会 讨论 这 个 问题 ， 考 虑 对 合 的 馆 形 ,就 有 下 面 的 : 
16.3.6 ”推论 (Frügier), 双 射 fe GP(C) 是 对 合 的 充 要 条 件 是 
存在 8€ P\C 使 : 

Vm € C: [m, f(m)] = CN am (2:1161.2). 
点 5 称 为 1 的 Frégier 点 ; 它 是 了 的 轴 人 的 极点 At, 

ABE TER 14.5.2.6 得 出 (参见 图 14.5.2); 充分 性 来 自 6.7.4, 
它 和 16.3.3 一 起 表明 ,根据 (m, f(m)} = Com 的 条 件 , 6 确实 
决定 了 一 个 对 合 。 

163.04 (aga. # [e GP(C) KRENA, ZH. Mmi 
ECR ER (m, 并 m)》 情 形 如 何 ? 回 答 可 见 16.8.8。 

1637 9). ECER PEEB, o dedu, ec C 是 任 


意 一 点 , 则 5 在 C 上 所 决定 的 对 合 就 是 对 径 点 的 对 合 ; Hü =, Æ at 
-上 所 决定 欧 对 合 就 是 正 交 肖 线 的 对 合 ;我 们 在 16.3.10.2 和 17.5 中 


还 会 讨论 这 些 问题 . 

现在 我 们 可 以 同 答 16.3.2 中 提出 的 问题 了 : 

163.8 命题 。 限制 POC) g> glee GP(C) 是 双 射 , 因此 
GP(C) 自然 地 同 构 于 POl), 

由 16.214 知道 , a1c 确实 在 GP(C ) rh; c 至 少 包含 构成 一 个 
射影 标 架 的 下 点 ,由 此 邵 可 得 出 单 射 性 参见 16.1.4 中 能 证 明 ( 藻 
砷 天 一 3， 则 只 有 这 四 点 1)， 为 证 明 满 射 性 , 我 们 先 借助 于 6.7.3 
归结 到 对 合 的 情形 ; 但 由 14.7.4 可 知 ，Fregier 点 3 和 轴 A = at 
的 对 合 就 是 一 个 ee POCO) 的 限制 . 

16.9 推论 ， 若 天 是 代数 闭 域 , 则 不 论 是 在 “正常 时 或 4 非 退 化 
RE FAR. 
GICK?) = GP(R) = GP(1; K) = PO(g) 
= OR + y + 2), 
# K=R EH garte, WE: 
CP(R)) = GP(Ë) = GP(1:R) 
= PO(4) = O^(2, 1), 
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WPF 8 T Jo" RAR ZAHAR FR TAE, 
参见 [DEI], S IV X. 

163.10 ”应 用 

16.3.10.1 既然 有 了 三 对 对 应 点 以 后 , 单 应 的 轴 就 知道 了 , 我 
们 就 可 以 利用 16.3.3 几何 地 夯 出 任 一 点 在 一 个 单 应 下 的 象 ， 至 于 
对 合 ，Frégier 点 通过 两 对 点 就 能 决定 它们 ,所 以 情形 就 更 简单 。 

例如 ,一 个 对 合 的 两 重点 就 是 从 5 向 C 引 的 切线 的 切 点 ;两 个 
对 合 所 共有 的 那 对 对 应 点 ， 可 通过 找 出 c 和 连结 它们 的 Frégier 
点 的 直线 所 共有 的 点 而 得 到 。 

根据 16.2.6。 上 述 的 放 图 也 使 我 们 能 解决 前 面 关于 一 条 直线 
DD 或 者 一 个 直线 束 at 的 那些 问题 (参见 16.2.3); 图 16.3.10 就 是 
用 来 解决 这 些 问题 的 ， 其 中 我 们 用 到 包含 忆 的 一 张 殉 氏 仿 射 平面 
XX k-i T, 

163.402 quifétugEGE,. e 是 欧 氏 仿 话 平面 X 上 以 < 为 
BA, MAN MMÉRX cn, cv (图 16.3.10)- 一 - 
这 是 实用 时 常见 的 情形 ,人 Pint EE JL AE SUE 167.3 has ae, 
根据 15.7.7, 向 最 ew, cv 以 及 ep, cq AADET SA, AE 
们 的 方向 在 射影 直线 c* 上 是 对 合 的 ,既然 关于 2 在 oox 上 的 配 极 
变换 是 一 个 它 是 对 合 的 、 单 应 的 非 恒 等 变换 ,而 且 
e* 自然 地 同 构 于 cox, 

TE, RA 的 轴 就 是 求 关于 去 共 乞 而 且 正 交 的 方向 ; 根据 
16.3.7, 其 作 图 如 图 16.3.10 BR. 

也 可 参见 17.922, 

163.103 Castillon 问题 问题 是 这 样 的 : 设 在 欧 氏 平面 上 
给 定 一 个 国 了 和 ”个 点 ai TG = 1, ……， #)， 求 一 个 内 接 于 了 
的 多 边 形 {mi}(i = 1, 6) 使 o6 mma = 1,---, n), 这 
PTE AERE BI Ef dE S SE C S RI HUND AC 的 点 
4 来 说 ， 是 同样 容易 解决 的 。 基 本 的 想法 是 mw, 是 以 f= po 
oP! 定义 的 单 应 fe GP(C) 的 固定 点 ,其 中 gi 是 Frégier 点 a, 的 
C 的 对 全 ; 兵 体 构 作 时 只 要 先 作 w = Ka), =i), T=), 

ur 


其 中 g, Y 是 C 上 任意 的 不 同 的 点 ， 然 后 再 根据 下 式 作 出 了 的 
# A: 

(of Nas, BYNET) = A, 
所 求 的 点 四 就 是 ANC 的 点 。 见 图 165.10 以 及 第 10.11.4 5. 


164 ”两 条 圆锥 曲线 的 相交 ，Bezout 定理 


METITTJNINUTIETEZAMNO 


1641 i pe PNE) 是 K' 上 的 齐 次 多 项 式 ,次数 n < 4; 为 
THEE pla, P) = 0f (a, 5) e RK, RANET) elka, kb)= 
0， 从 而 可 求 出 在 À = P(K2) 上 的 那些 “ 根 ”?， 还 要 注意 到 , 在 不 
计 相 差 K* 的 纯 量 的 情形 下 , 当 (a, b) = (0, 0) 时 wo:(2, a) 
bi 一 ap 是 ?上 唯一 能 使 o(a, 5) = 0 REFR EAR 
SUB T; 
1642 988. 设 pc PIR), ndi # m= pla, b) 时 
pla, 5) — 0, 则 称 mc Ë 是 9 的 根 ， 下 面 假定 9 = 0. 

G) fne OR, AB RAT pe PUKE p= 
(也 anp, Melo 29 miS in. p= (2 一 ano, 其 中 
BE @*_,(K°), WB. mac enl. ia R) = (mis ois 
为 9 在 并 中 不 同 的 根 m 的 集合 ,其 由 心 表示 加 的 阶 ， 若 p e 
PK, E RO) 一 R) 就 表示 @ dii o^ 有 相同 的 根 ， 
LTÉE HE. 

+ 
Gi) # m, = pla, b), 总 有 : p= J| Gao, Jt 


Li 
中 中 在 PE, a, AKN MABARA Don 


n 
Run 


m 


' 
Gii) E Ro) = R) H. 2] si =n, Wow! — kp, ke 


ii 


mme 


K*. 
Gv) # fe GP(K2), HJ RGpof) = Um), eise 
ñ 
GO) EKRTSEIEBLRIXHER E Plo 一 n. 


n 
为 了 证 明 引 理 , 我 们 得 回 到 及 上 通常 的 多 项 式 的 情形 ,在 天 土 

BUR SF yp x 作为 未 知 数 ; 这 么 一 来 ,有 可 能 会 漏 掉 一 个 显然 

的 根 p(1,0) = oo € K, (EQ p= 0， 只 有 有 限 个 根 , 所 以 可 作 

一 个 辫 的 单 应 使 co 不 是 根 。 这 时 。 上 面 那些 性 质 在 天 [X] 中 是 经 

典 的 结果 ,因为 KK 的 基数 大 于 所 考虑 的 多 项 式 的 次 数 。 

16.4.3 一 条 申 锥 曲线 与 另 一 条 正常 圆锥 曲线 相交 ， 

设 “ 是 以 非 空 的 C 为 象 集 的 正常 圆锥 曲线 ; o 是 另 一 条 圆锥 
UE ,不 一 定 是 正常 的 ,方程 为 9。 设 了 是 “的 一 个 良好 参数 化 
BUM , e 是 如 162.9 中 与 4 相应 的 颇 射 ， 则 车 
m = p) ECNC’, 

ERC RRR, 就 有 g(x) — 0. B me C, 所 以 存在 
(a, b) E K* 使 x 一 多 es 的 :由 此 即 得 q'(e(a, b)) = 0, B 
Caoga, P) 一 0、 于 是 cog; K PAE PAKE) 中 ;但 我 
们 在 下 面 必得 到 这 种 情形 下 的 其 休 算 式 (参见 16.2.8); 
zg; (Q, a) 2 (2, Ap, we), 
g = am + ay a" t 2bys + 22x + 2b"xy, 

由 此 即 得 
16.44 

gog = aif + 2b But (a + 20)! + bi + a" pf, 
我 们 首先 注意 到 由 serv 0 订 推 出 g= ay! — x2)= ag, Bl 
此 w 一 xc， 这 就 又 顺便 地 正明 了 16.1.4 的 末尾 ， 以 下 , 我 们 假定 
a Aa, MERE ges # 0， 从 而 可 以 利用 1642. 7 

现在 我 们 注意 到 , 若 me CN C', WW fm) 作为 q'og 的 根 
ÉBERS a fo 有 关 , 而 与 使 a — plr) 的 9 以 及 对 C 所 取 
的 良好 参数 化 映射 f 都 无 关 的 ,这 可 由 16.4.2 (Gv) 1162.9 0] 7 
题 中 最 后 一 个 结论 推出 。 由 此 即 可 引出 ; 


Hu EI 


1645 定义 .着 me CNnC', 上 述 整 数 称 为 m 的 阶 。 记 CLIC = 
Amis ox) hino 其 中 m; ER CC’, o; 则 表示 m; RB. C ER 
为 在 m 处 与 C 宰 切 (相应 地 ， BAD) mE mah 22 CR 
地 : 223, =4). # m 羡 CNC'， 称 它 是 堆 阶 的 ， 

16.4.6 WE. (Cn CO 是 有 限 数 ,这 一 点 可 由 16.42 和 16.4.3 


得 出 。 


必须 注意 ，C| 


C 仅 在 C 是 正常 时 才 有 意义 ; 而 当 CE 


Hi, 我们 在 16.4.7.4 HR HE COC 一 COC, H 16.4.7.3 
和 16.4.12.1 中 将 会 说 明 何以 要 用 相 切 ,密切 这 两 个 词 . 


164.7 阶 的 解释 . 由 了 


于 阶 是 良好 参数 化 映射 下 的 不 变 明 ,我 们 可 


ABRE 4 和 9 是 如 16.4.4 中 那样 给 定 的 ;这 时 ， 我 们 来 看 点 m— 
P, 0, 0) 的 阶 是 什么 。 BUT m= KG, 0)), 这 个 阶 就 是 
CL, 0) 作为 16.4.4 n RID UT SERE: 

(m 221 <> a = 0: 

mit 222 >a = P'=u; 


16.4.7.1 


slide 


milf 23 < a = b". 


a +24 = 0; 


my —4«»a- b” — a + 2' = b = 0, 


图 16.4.7. 


Br 21: mec 的 条 件 就 是 

a=0, 

WpIGO IB 13.1.3.7 后 向 的 计 

论 以 及 14.5.3 7] Al, (os Yos 

3 关于 ww (48288077 2 

16.4.7.2 ax 十 a'yoy 十 

azaz 十 b yox + zoy) 十 
b'( zot + xoz jAh" (Ceay 十 
yr) = 0; 

HER, m (1,0, 0) 关于 

o 的 极 线 m 为 


H 


art bat Py = 0; 
因而 me C, b” = 0 的 条 件 就 正好 表示 了 z=*0 一 一 它 已 经 在 m ; 


RE o dU) —— 是 #Em biR R (注意 ，C” 可 以 是 退化 
的 ). 
Bt 223; 车 阶 之 3, 可 写 
d — a(y — zz) + z(25y + a"), 
即 g = kq + ph， 其 中 REK, o, p€ E*NO, MEPE o! dem 
处 的 切线 D 的 方程 。 反 过 米 ， 若 9 = kit ob, B p E 08535 
程 ; 则 zr 的 阶 23. 
阶 一 4: 这 时 ,可 写 9 = kq + gt, ARPE a Em ITA 
程 ,反之 亦 然 .总 之 ,有 : 
16.4.7.3 命题 ， 设 a, ce PQ(P)， 其 中 4 正常 ,方程 为 q, 
RRCIE, d 不 一 定 正 常 ， 象 集 为 C, MA o o; E me 
cnc'，? 是 “在 放 处 的 切线 多 的 一 个 方程 。 则 : 
mI 2260 5a TRE) . 
mR ie 的 任 一 方程 必 形 如 9 = kq + qd, HB 
pE E'NO, &€ K; 
mÅ —4e2 的 任 一 方程 必 形 如 4 一 Kg 十 wr， 其 中 EK。 
16.4.74 ”推论 ， 若 C 和 C 都 是 正常 的 , 则 : 
cac = CHC 


考察 下 面 的 列 出 CIC 的 所 有 可 能 性 的 表格 , 即 可 证 得 推论 
(用 到 16.4.2): 
164.75 Hi. 


> o |&teneo Prin Cm) imi Om) 


Ka, D 1 1 
4; D, GU 2 2 
(Cas 2) 2 1 
DoKenmG DOC 4 4 
uú (2 2205 055 1) 4 3 
Ut a,2), G, 2) 4 2 
UV n3), @ 1) 4 2 
v Ka 2) 4 H 


SUGZLFDBAOSER E 


ANSE TES 7e) 


HAE 16.4.7.3, MC fn C RE 
有 关于 C 和 C' 对 称 的 性 质 : 于 是 时 以 用 六 
RAD AT. 
1648 定理， 设 au, EPOP) e E9£ R 8 dE2s 2 E C, 
aU S" 任意 (但 与 a 不同 )， 象 集 分 别 为 C c”, E Cage 一 
im. o) heao H): 

G) > co; 可 取 值 0,1,2,4: 


T 


Gi) 43 P1 = 4, 则 CDC = CLIC” 等 价 ! a" 属于 


Ti o^ Dese t ml tl ACC IL, 14.2.71); 

(ii) 落 F; P— P JE P 与 小 一 射影 平面 P 闻 的 单 应 、 则 : 
KOEN = ACC = (GG): easi 

Gv) EK IEPCBURISS M: Do — 4. 


G) 和 Gv) sr EXepHe 16.4.2 (v) 得 出 。 gr 1413.8 
的 定义 即 可 得 出 Gii), 为 证 Gi), e 2, 2, 9° 分 别 是 cy o^, a” 的 
HP E e pA RARES P= dg, = q"og, 
根据 16.4.2 的 记 法 ,CCC' 一 CCC” 时 就 有 Rep) — R); 
但 这 样 就 由 16.4.2 (iii) 推出 p = kp, kE K*, Viri (4 — ka) 
eg 一 0， 于 是 由 16.4.4 后 面 的 讨论 ，9” — kg = hq, hb € K. 
REWA, g 一 《7 + hg 为 方程 的 a” 是 属 于 = 和 ce 定义 的 
Wise ORIS CR IU 14.2.7.1)》。 充 分 性 是 豆 然 的 。 
1649 注 ，16.4.8(iv) 起 对 任意 丙 对 P 了 的 代数 山 线 部 成 立 的 Be- 


zout EM DIS RIRE FORME. FRE OT TETTE XO 
的 阶 数 ( HC); 然后 要 证 阴 重 数 之 和 等 于 TERRI RE 


TRE AAA, TE 
DEUR, 或 者 在 必要 时 
更 为 初等 , 没有 很 系统 地 用 到 


WER C4 
[FN], #12, un 
可 见 IWK], $ 1:1 页 , 辣 里 的 
交换 代数 ， 


rube 


另 一 种 比 我 们 刚才 的 做 法 更 几何 化 的 处 理 方法 ,将 在 
“16.4.11.2 中 给 出 。 
164.10 ”加 欠 曲 线 相交 的 例 ， 束 中 的 忱 化 圆锥 曲线 
我 们 要 给 出 表 16.4.7.5 中 五 种 类 型 的 例子 ,与 此 同时 还 要 对 e 
和 wx 所 决定 的 束 ”中 的 退化 圆锥 曲线 千 系统 的 讨论 ， 
qn 四 个 不 同 的 点 
Ba, b, c, d 是 这 样 的 四 个 点 ; 2 p, b E, n 分别 是 直线 ab, 
cd, bc, da 的 方程 , 则 经 过 这 四 点 的 圆锥 申 线束 的 方程 是 {twp 十 
him (HER (EM 142.72). RF 显然 包 合 三 条 不 同 的 
退化 圆锥 曲线 ， 它 们 分 别 岁 真 线 (ab, cd}, (ac, db}, lad, be] 
构成 ;根据 1427.5, 可 以 知道 没有 其 它 可 能 了 。 从 图 14.5.2 的 作 


图 16,4,10.2. 


"lt? 


法 中 可 以 看 出 三 角形 (e — aó eg, 9 一 ecnab r = adN be) 
.关于 S” 中 所 有 圆锥 量 线 都 是 自 配 极 的 ， 而 且 这 样 的 三 角形 足 唯 
一 的 ; 事实 上 ， 我 们 可 取 一 个 射影 标 架 {p。 rs}, s 属 
:于 多 中 所 有 的 圆锥 时 线 ， 因 而 多 由 方程 形 如 AGE Z) 十 
AC? — 2) 的 圆锥 曲线 构成 ， 其 中 (KE É, T envy Z 的 
系数 可 以 是 不 同 的 (由 此 可 很 出 一 个 正 交 基 的 唯一 性 , 亦 即 一 个 自 
配 极 三 角形 的 唯一 性 ,参见 14.5.4. 

这 个 自 配 极 三 角形 的 唯 -- 性 有 一 个 很 有 意义 的 推论 如 下 : 着 
wu 还 容 有 四 条 不 同 的 公 切 线 , 则 它们 满足 图 16.4.10.2 中 的 相交 
性 质 , 即 它们 的 六 个 交点 位 于 (p, 9, r) 的 边 上 ;事实 上 我 们 可 以 
用 14.6 的 对 侦 形 式 ，c, x HAURR o*a" 的 公共 点 ,因而 
三 条 直线 44 ,BB', CC 关于 ac. WARI CURE 
形 就 是 关于 和 wx HRR. 

3878 I: (a, 2), (8, 1), Ce, 1) 

取 前 面 三 点 为 a, b.c HARRA EAF h EHR E 
BUE a SERA UTER @ (参见 16.4.7.3) 方 程 为 x 十 y; 则 多 直方 
程 为 (&y(z + z) 十 Basi C, DER 的 圆锥 则 线 构成 ; 酉 条 退化 
圆锥 曲线 为 y(z + z) = 0 和 xz 二 0, 即 fab, ac) AID, bc}, 
由 于 (参见 14142) ded 一 ERA, BA IG SGT. 

O RHN RME 


ó 


16.4.10,3, & 16.4.10,4. 


lge 


根据 16.1.32, TEES IER. (0,5, c} UR .多 是 由 方程 为 
Ax + bye 的 风 锥 曲线 构成 的 ， 其 中 < 是 在 eR b ARIA TDR ES 
公共 点 ， 交 中 的 退化 圆锥 时 线 ， 一 条 是 lea. cb}， 另 一 条 就 是 
一 条 直线 ob CREER”), HE ded 一 —AW/A 时 看 出 的 情形 
是 一 样 的 . 
IV: 密切 圆锥 曲线 


图 16.4.10.5. 


PEN 


图 16.4,10.6. 


< 


Bü 16,4.10,7. 


*119* 


取 为 
AG? — zx) + hys, 


B yir 在 2 处 密切 而 且 经 过 5。 => 
中 只 灾 一 条 退化 的 圈 锥 进 线 ， 它 的 象 集 就 是 (ab, 0), HRAL 
何 上 撕 述 在 。 处 窗 团 的 特 往 ， 当 K — R 时 由 16.4.12; 08 — f 16 
形 ,在 1543 中 从 一 个 通过 单 应 抄 述 的 竺 征 ， 


因为 多 ML A À 


HUE 164.7, "s F EDO RO zx) t 2。 唯一 的 一 条 
BERAR REEL n 2975 i, AR EE) RIRE. 
图 16.4,10.6 表示 了 如 何 从 多 v — 81 3fE AR fE Hi E rA BJ il 
SERR EMULE ER PET DT EL ii E RE ERE RU; ZEBK IS 
IEEE CUIR ARR, HB CERES HARE. 这 
些 圆 锥 上 星 线 有 一 条 公 其 的 经 过 a 点 的 欧 民 对 ， 这 了 时 出 “密切 ” 
就 能 挫 得 “ 超 切 ”; 图 16.4.10.7 表示 了 两 个 在 梢 疯 硕 点 处 密切 一 一 
从 而 也 超 观 ~ 一 的 遇 ， 局 时 也 而 出 了 求 街 它们 的 中 心 的 作 藉 。 dE 
16.4.13 d$ — A XEEESEES K BOXES Ré. ¿r 19.6.8.3 中 也 还 会 
38 SRE EJRS RO E. 
16.41] 注 

16.4111. 对 两 条 贺 锥 曲线 的 公共 点 的 深入 讨论 ， 涉 及 到 解 
四 次 六 各 的 问题 ,例如 16.4.4; 不 过 ;, An RC ix N RUE t AE 
LERZ 中 基 一 条 退化 的 圆锥 轴线 ,就 只 剩 下 两 个 二 次 方程 要 解 
T. Rhi 多 中 退化 图 猎 | 讨论 是 解 三 次 方程 的 问题 ,参见 
14.2.7.5。 由 此 推 得 (因为 16.4.4 是 KK 上任 一 四 次 方程 ), 任 一 四 次 
方程 总 可 化 为 一 个 三 次 方程 (对 而 是 用 根 式 解 出 ). 

16.4.11.2 164.10 PHARRR EZE, COC 可 通过 取 
WF 中 一 条 退化 圆锥 曲线 C” 并 计算 C" 中 直线 与 C 的 交点 数 
ERAH, 计算 交点 数目 时 ,对 C" 中 每 一 贞 线 ， 要 将 属于 两 条 直 
线 的 点 的 阶 数 相 加 ,一 条 切线 的 切 点 阶 数 计 为 2, 对 退化 为 一 条 直 
ROCHER" HIER EMULE SIA 16.4.11， AUR 
要 用 这 种 几 亿 的 方式 来 定义 COC, VINAR HS R 


T 


E 


Hj 16.4.11. 


取 的 圆锥 曲线 无 关 ， 详 见 [SG], 88 XH 章 ， 为 了 保证 退化 避难 
曲线 的 存在 和 这 些 页 锥 则 线 限 一 条 直线 的 相交 ， 这 一 方法 是 假定 
区 为 代数 闭 域 的 。 

164113 WAAR. 我 们 可 以 对 可 微分 曲线 定义 一 套 相 
切 理 论 ; 阶 数 之 2 就 等 价 于 说 它们 是 相 切 的 ， 阶 数 23 或 等 于 4， 
# K — R 的 夯 锥 曲线 的 情形 下 就 对 应 于 我 们 的 密切 或 超 切 的 概 
念 、 关 于 这 种 相 切 理论 ,可 见 ILF11, 第 74 页 以 后 ,或 [DES], 第 
32 页 ,问题 9。 
16412 密切 园 锥 曲线 与 微分 几何 。 设 P 是 实 射 影 平面 ,DD 是 


* 1215 


X8 X = PAD AMAIR DAT ACS 5.13): VE 
C, C 是 在 me CO C (n & D) MR PENSER EN 
97. 根据 167.2, 可 以 把 C，C ”考虑 为 5” 的 (参见 [B-GJ， 第 
3 章 对 这 一 点 以 及 下 文 草 有 阐述 ) 王 则 几何 弧 ， 着 还 在 X 加 上 欧 
RE, AE: 

164121 ER. C 和 C' dg müb us UR Je ARTE X ih EU 
HARILA DEM 

我 们 可 以 假设 C，C” 有 良好 参数 化 脆 射 ， 使 (0, 1) 的 象 为 
m. HOER m 处 的 切线 为 慰 准 正 交 坐标 系 的 轴 后 对 C "fU dn 
ib (CO, £O). o8 C 则 形 如 se (ut), v2), Æ 80) 一 
v(9) 一 0, 设 9 进 C 的 一 个 方程 , EX 1645 和 代数 中 关于 多 项 
RE ERA RAM, À 


FU (0) — qt FY + aj)" (0) = 0, 
Ü 


则 C 密 绪 于 C. BARTA «UG. 8G» 一 0 va HEBR E: 
gm) (Y + my" Q0) = 0, 
BIRTAR E £00) 一 v0), BENE T CM C 的 两 个 

曲率 E E Mon RH. DÉBIT BELA IE, 
1543 ”密切 、 超 切 区 锥 曲线 与 单 应 .。 这 里 天 义 是 任意 的 。 设 
给 定 P 上 -- 条 直线 六 和 和 - -点 ee D. WEE PHONE 7 ë Ke 一 
x Ve € 万 而 且 对 仁 一 经 过 < WER SE (S) S. 这样 的 单 应 称 
为 以 也 为 昔 、 以 “为 心 的 安身 ， 给 定 喜 线 忆 以 及 与 < 基线 的 两 点 
(m, fo) 后 , SUB BLUE T. CRT DRUNA REEE 
ES 

Jb TED. EASGE, R AUR D ECRIRE S (L4). 这 时 
可 以 看 到 f 在 仿 射 平 面 AD EHDIRIDERS 4 UL a 2927 58 8801 
量 平移 。 

EDID z 一 0 H a = pU, 0, 0)) EUR AS RE A 
.中 ,了 的 一 个 短 降 形 如 


。122 。 


图 164.13. 


[1 0 LÀ 
l 1 9]. 
0 0 1 


16418 命题 . 设 C.C 是 两 条 正常 圆锥 曲线 ,在 一 公共 点 


«€ Cf) C' 有 同一 条 切线 T。 要 使 C 和 C' 在 < 处 密切 ,必须 且 具 
须 存 在 一 个 以 4 为 心 , 以 也 为 轴 的 经 过 a ARH f 使 fC) 二 
C, Bih CM C BOWISK EDT. 

首先 注意 到 ,这 个 命题 证 实 了 网 16.4.10.5 和 16.4.10.6 是 合理 
的 , 设 了 是 以 «D. DL DOO SRIUSES EE DA T, E HE DD C 
的 第 二 个 点 , 则 根据 安 射 的 性 质 , 1 C) 是 一 条 在 a 处 与 了 相 切 的 、 
经 过 点 的 圆锥 曲线 ;另外 ,C 和 CC) Va 和 外 没有 其 它 公共 
HA. 因此， 根据 表 16.475. Æa 点 处 C 和 CC) 的 相交 是 第 IV 
类 型 的 . 车 D— T 而 > 一 0 是 D 的 一 个 方程 , 则 可 有 下 式 :9 一 
a 十 d'a 2bye + 28 zx 《参见 16.47.1); 但 我 们 已 经 看 到 了 
是 形 如 《xz， y, z)F— (x + az, y, #8) 的 ,所 以 六 是 (z, y, a) 
(z — ez, y, z) Tü CC) 的 方程 为 

q a Y! + a” + 2byz + 26 zr — 2b oz ( @ 14.1.3.8), 
从 而 由 16.4.7.3 可 知 CC) 确实 超 切 于 C. 

反 过 来 , 设 C, C 在 < 处 密切 ，zr m' 是 C, C' 与 一 条 过 
a 点 的 直线 的 交点 , 且 mm; NADERE a AM CNC 的 
点 5 的 直线 ,其 中 5 当 C 与 C' 不 超 切 时 是 跟 。 ANA, m C 
与 5 超声 时 D 一 了 。 则 以 D 为 轴 , 以 «为 心 的 使 Km) = m 的 


*i23* 


安 射 了 给 出 一 条 圆锥 曲线 C" 一 CC), IRSEBTTRISTEREURI 16.4.8 
Gi), 这 条 圆锥 曲线 属于 5 和 C ERE UE. 但 fm) mec, 
因此 C 一 C 


165 BHAE 


TE "d 
1 


上 本 节 中 考虑 的 所 有 画 锻 曲线 束 部 是 非 退 化 的 (参见 14.2.7.5)。 ` 


图 16.5.3.3, 


* 124. 


1651 di. 没 P 是 射影 平面 ,c JE P EARR CANIN EN 
hR, m md, o K) 是 C 上 上 带 有 整数 o2 1 的 点 ,县 
k 
Doi = 4, WÜ) 
i 
F = (o € PQ(P): C” = imo), 
CODE" = {ms im) esed 
是 了 的 一 个 敬 锥 曲线 束 ， 这 样 的 圆锥 曲线 东 称 为 满 的 ， 我 们 根据 


图 16.12. 


23255 


16.4.7.5 将 它 跟 1, ü, HI, IV, V 中 某 一 类 型 相应 起 来 。 集合 
Gn Gens 只 与 多 有 关 ， 而 与 出 发 的 那 条 正常 区 锥 曲线 
4 无 关 , 特别 是 类 型 只 与 FAR. 给 定 两 个 满 圆锥 曲 线束 多 、 
多 "后 ,要 有 fe GP(P) EIF) = 多， 必须 多 和 多 ARR 
相同 ， 反 过 来 , 若 . 完 。 多 “都 是 满 的 , 旦 有 辣 一 类型， 或 世 os 
U, WEE fe GP(P) H jF) = 97; 在 天 一 及 或 K 为 代 


m = ns 


EEN 
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数 亲 域 时 ,对 类 型 IV 或 Y 也 有 同样 的 结论 . 

为 证 多 一 (o 是 贺 欠 曲线 束 ,只 要 应 用 例 16.4.10, 其 中 
列 出 了 使 COC 一 {…} HIER C'; 得 由 16.4.8 即 可 得 
出 结论 ， 由 16.4.7,4 可 推 得 ,类 型 只 与 7 有 关 , 而 与 C 无 关 ， 最 
后 ,关于 最 末 那 个 结论 ， 我 们 先 由 16.4.8 Gi) 看 出 多 MAF) 
有 相同 类 型 。 对 道 命题 来 说 , 当 类 型 为 1 EQ L ER U[ 时 ,我 们 利用 


zl 


Have 


它们 宫 表 示 为 La, b, c, d}, {a, b, c, D}, (a, b, c} DUE GPCP) 
在 这 些 元 素 上 可 迁 (参见 4.5.10) 的 事实 ， 在 IV 或 Y 的 情形 ， 我 
们 一 般 并 不 能 得 归结 论 ， 内 为 必须 给 出 一 条 贺 锥 曲线 来 决定 这 
样 的 圆锥 明 线 束 , 而 两 条 而 锥 音 线 一 般 是 不 能 通过 GPP) 互 演 的 
《参见 13.1.4.5) . 若 灭 为 代数 闭 域 或 K = 民 ， 则 可 利用 14.1.5.3， 
从 而 归结 到 同一 杀 圆 锥 曲线 C E. 但 这 时 类 型 IV 由 两 个 点 a, b 
和 5C 所 定义 ， 而 类 型 了 由 一 点 所 定义 ， 而 根据 16.3.8，C 的 群 ( 参 


\ 


vays 


图 16.5.1.5, 
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HL 16.3.1) 在 5 的 三 点 上 是 可 生 的 。 
165.2 E. 在 16.4.10 中 我 们 对 满 圆锥 曲线 束 给 出 了 具体 的 方 
程 ,并 找 册 了 这 些 束 中 的 退化 男 镍 曲线 . 

对 K = R 时 的 非 满 贺 锥 岂 线 束 ， 

荐 多 是 一 个 非 满 的 太 锥 曲线 束 , K = R; 则 由 7.3 和 7.6， 
可 以 定义 PC 的 网 锥 曲线 东 F, 称 之 为 F 的 复 化 束 。 可 在 严 
Hu S° 进行 讨论 ; 然后 再 回 到 了 中 ， 就 可 能 的 情形 将 PS 中 所 
得 到 的 结论 在 了 中 加 以 解 丸 。 这 秋 技 巧 的 例 可 见 17.5. 

16.5.3 ”线性 的 用 处 

16.5.3.1 KT P MAMAN, me P; 则 存在 mw 使 m, 
MT 多 dE EE ERU. 

我 们 在 这 里 应 用 配 极 变换 的 拓 广 14.5 6: 设 q, 9 是 多 的 两 
个 方程 , 极 型 为 HH. T. Æ m — p(x}，m 对 于 q (相应 地 ，4 ) 的 
配 极 直线 就 是 Mr.) 一 0( 相 应 地 ， 了 (x*,*) 一 0); 因此 所 有 
使 x, x") = (x, 37) = 0 的 m' = pr) 都 适合 要 求 ,因为 
kat kg 的 极 型 是 AI + hr. 

165.32 我们 看 到 , 若 多 是 第 1 类 型 的 ， 则 当 加 不 在 公共 自 
也 极 三 角形 的 这 上 时 ，m” 是 唯一 
的 。 从 P 的 一 个 子 集 到 自身 的 映射 
me m 称 为 二 次 变换 ， 它 起 着 重 
要 的 作用 。 参见 例如 [DO], 第 
153 Wi, [ML], 第 52 Bi, [FN] 第 
171 页 以 后 。 

1653.3 16531 XH T, # 
m€P, WD T 多 MAMIE 
线 的 配 极 直 线 都 经 过 wm， 而 且 , M 
它们 是 一 条 直线 时 (这 研 是 wm 不 属 
T 中 任 一 退化 圆锥 曲线 的 很 基 时 的 情形 ), 这 条 (ar)* 的 直线 单 
ATELA 中 国 锥 曲线 ko + 好 的 (4, DER, HP E-— 
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可 见 16.8.15; 但 也 可 如 下 


图 16.5.4. 


LR es D, OCR À 
AR m Me KT kq + hq 的 
BGD AR AUS, AE, HER) 3 FA: DRRARA E 
了 上 一 条 圆锥 曲线 , 它 经 过 mw 和 V. RRE HERRED 
E UC IR" TORE io TE CU oe AE o TER. 1 
此 可 以 看 出 它 为 什么 叫 这 个 名 称 ， 16.8.24 也 是 说 济 这 个 缘故 的 . 

16.5.4 Desargues Em. 8 可 TA TE 
AZSHINE. AY ENESCO k H 2: 一 条 直线 DD 
称 为 关 十 I haie. In DOR (x F 的 其 中 的 任何 一 点 (参见 
14.2.7,3) 而 县 不 全 于 多 中 一 条 (人 退化) 圆锥 曲线 中 ， 必 是 , 兰 D 十 
一 条 关于 多 良好 的 直线 , 则 存在 -… 个 也 的 对 合 & im(e)N D. 
Ve€ SF, Win (m, (m), me D, 
16.55 应 用 

16.5.5.1 Aiat. 设 (a,b,c, d) 是 一 个 射影 奈 
M, p= abfled, ÿ — ae (db, r = ad(ibc, DE—ÆRERE 
TARER LAE E — e F ld — Tr AR ILE HER: 
— PDT 
— Fa A bd AUE D PA w DARRSET ac, 

ad, bc, bd, cd 的 五 个 问 样 类 
— D E Desargues 对 合 的 两 个 a 8 (如 果 它 们 大 在 的 

话 )， 该 对 合 的 对 应 点 是 (aD. ND}, (ae D, dé 

D}, {adf D, be Y D], 

RRE, ARIANE a, b, c,d HEAR, FER 
到 上 述 十 一 点 都 位 于 16.5.3.3 中 DOT BHH wi FOR IS h 28 
+. 

16.5.2. 跟 一 厅 直 线 相 切 的 一 东 圆 锥 曲线 。 若 .多 是 团 锥 曲 
线 东 ,DD 是 一 条 关于 多 良好 的 县 纹 ( 参 多 16.5.4), 则 存在 两 条 或 
不 存在 多 HEARR D BU VLA SC 在 D 上 决定 的 对 合 
的 二 重点 ， 具 体 的 作法 可 自 15.3.10.1 得 出; HE s zu 2 的 
BARRES 


en 
*A30. 


不 经 过 多 qn RICA a EB 
m, n€ D; WDT ka + hq' 


E 


1655.3 m= 3 时 的 Poneslet 大 定理 。 设 6, C 是 正常 
Tl c RAUS R CHAT 3 
的 六 条 边 相 切 的 圆锥 划 线 r. Me: ”者 存 在 一 个 三 角形 E 内 接 
于 圆锥 曲线 C fa T FUSE HERES D, 则 只 要 有 从 a€ C 出 发 的 了 
的 两 条 不 克 切 线 存 在 。 就 必定 存在 其 它 的 以 «为 一 个 顶点 的 上 面 
那样 的 三 角形 ;车 天 是 代数 闭 域 ,我 站 就 可 以 在 CNF 任 取 一 点 a, 
车 一 RR， 可 取 充 分 靠近 E 的 一 个 顶点 的 任意 一 个 a. 

为 了 证 明 上 述 结论 , 设 各 点 巴 如 图 取 定 , 只 要 能 将 16.2.7.2 用 
到 次 条 直线 D 和 E 上 去 ,从 而 (由 6.1.4) 证 得 [5, d, e, e] = [Z, 
9,6, e'l; 而 16.2.5 表明 其 中 每 一 式 都 等 于 [6, P. e", ele, 

在 10.10.4 和 10.13.3 中 ， 我 们 已 经 蔽 到 过 这 个 癌 题 ; 16.6 整 


[ 16,5.5, 
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qe peo RI. 
16.5.6 XH 

16.5.6.1 ORRE, idR SE — 14.6 rp SUE. P* 的 圆锥 
WRR, HU POCS 0 — HER, MUS HEEL ERROUU E. DAS) 
HOW, WREE 16.5.1 的 意义 下 对 P* 来 说 是 满 的 ; 满 的 切 
HAREN, dA 1, IC, LI, IV*,V*, 下 面 的 三 个 图 部 是 
在 了 中 ,而 不 是 在 P* 中 作出 的 ,还 出 定 义 , dE P* 中 它们 将 跟 忆 中 
的 LIL IV 的 图 形 一 致 ! 在 P 中 ,类 型 1 情形 下 的 奶 化 洲 猴 申 
线 表示 为 点 对 La, a}, 16, bhs le, Y; 其 余 四 种 情形 留 给 读者 
XH. 

18562 ”确切 地 说 ， 我 们 并 未 画 出 类 型 nit 和 V* 的 情形 ， 
因为 它们 是 跟 II 和 YV 的 图 形 一 样 的 。 为 了 说 明 这 -现象 ,我 们 提 
出 下 要 这 个 问题 : 设 多 是 P 的 一 个 同 馆 描 线 束 (不 是 团 束 !) 
非 退 化 的 e€ SZ, h 136.1 nlai a*e PQCE*), 部 么 ， 这 些 
a 的 集合 是 什么 始 ? 若 在 全 一 坐标 系 下 ,4 和 B 是 定义 多 ME 


图 16,5,6,1. 
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阵 , 则 由 14.6.1 可 知 所 求 的 那些 e* 的 矩阵 是 (24 + nB)”, Hah 
à, e 使 E 

det (14 + & B) #0, 
求 逆 条 阵 的 法 则 表明 ，(44 十 uB) 的 系数 都 大 1, n 的 二 次 齐 
次 多 项 式 乘 以 [det (44 + aD, AMIAR RAAEN 
得 到 同样 的 圆锥 曲线 ， 于 是 ,er 的 集合 包含 在 一 个 映射 f€ 
PIR; QUE*)) Is x IM EE. PU AV + uw, Re 


16.5.6,2。 
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rU, V, W 是 Q(E*) h= RAI T RR TETE SA 
RU-- KV + KW 中 取 俏 的 。 fz 16.2.9 RED AUS (EI VS S 
BCE, RATER A REE PQ(E*) 的 一 个 射影 平面 


中 的 -条 


锥 曲线 或 一 条 直线 。 在 164.10 中 所 给 出 的 坐标 系 中 


具体 好 就 类 型 1 AV RHONE, DER TRUE LIT, 
IV 而 言 是 一 条 正常 图 锥 踢 线 ,而 对 类 型 MV ERER A 


PELIS 


Ei 16.5.6.3. 


而 我 们 看 到 ,类 型 M AV 的 那些 圆锥 昭 线束 也 是 切 束 (不 过 其 中 
的 退化 圆锥 曲线 并 不 根 同 ), 而 且 类 型 1 或 UL s IV 的 圆锥 曲线 东 
部 是 PQUET) 的 圆锥 曲线 ;后 一 结论 给 出 了 16.5.35 的 另 一 种 证 
Hj. RATE LH, 14.63. 1 d: E xb Bo B Me PPOCE) — 
PPQ(E*) 可 以 沿 PQ(E) 的 菜 些 直线 自然 地 延 拓 . 

16.5.6.3 Plücker 定理 。 浆果 我 们 在 P+ 中 进行 16.5.4 中 
的 讨论 ,就 可 以 看 到 : 若 多 * 是 P 上 圆锥 类 线束, mw 是 P 上 一 点 ， 
mm 既 不 位 于 52 * 的 任 一 条 公 著 线 上 ， 也 不 是 Z * 中 某 一 圆锥 曲 
线 的 退化 点 , 则 从 ?出 发 所 作 的 57 * 中 国 锥 遇 线 的 切线 构成 一 个 
m* 的 对 合 (参见 16.2.1). 

例如 (参见 16.5.5.2)， 经 过 平面 上 每 一 适当 的 点 ,有 一 个 切 束 
中 的 两 条 或 零 杀 圆锥 曲线 (参见 16.5.6 的 图 )。 


16.6 Ponceiet 大 定理 


1661 我 们 的 目的 是 要 证 明 , 25 CR T RES ARE AR, 使 得 在 
在 一 个 5 边 形 既 内 接 了 Cc 又 外 切 于 T， 则 另外 还 存在 许多 这 样 的 
多 边 形 ， 这 个 结果 的 所 有 著名 的 证 明 痢 相当 艰 潍 柯 宛 长 我 们 将 
要 给 出 的 证 明 侯 未 能 脱出 这 一 窜 日 ， 它 是 由 Harc RHR, RI 
采用 的 是 [LB2] 中 第 116 页 至 120 页 的 讲法 ， 有 些 更 往 洗 的 证 
明 一 一 它们 的 基本 恩 想 是 Cayley 拱 出 的 一 - 都 用 到 眼 一 个 圆锥 
若 线 东 相 应 的 三 次 曲线 ， 这 时 就 必须 知道 可 以 将 一 个 群 的 结构 赋 
予 这 条 三 次 曲线 (参见 例如 [FN]， 第 DA 页 ), 而 且 ， 如 果 我 们 
知道 了 这 条 三 次 曲线 通过 酉 圆 函 区 所作 的 参数 化 映射 (参见 例如 
ILG1], 第 12 页 ), 就 得 到 了 Poncelet 定理 的 一 个 很 深刻 的 解释 . 
关于 这 方面 ,在 [GIS] 的 d) 一 节 中 有 很 近代 的 阅 述 ， 也 可 参 
Jl. 16.6.12.4 的 末尾 。 ` 

另 一 种 简洁 明 栈 地 证 明 这 一 定理 的 方法 是 Chasles 提出 的 ， 
建立 在 “多 义 代数 对 应 "概念 的 基础 上 ， 在 目前 的 情形 下 是 (2, 2) 
对 应 ;这 种 方法 是 值得 一 所 的 ,因为 对 应 的 概念 近来 有 了 重要 的 进 
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B. BRGESURLÜUÉXS ERITREO, AUS EIOS 16.17 
而 言 ， 看 来 势必 是 很 长 的 . MN BSA 
成 这 一 工作 ，[fDE81， 第 1 卷 ,第 38 一 39 Wi, 101, Æ 158—159 
B. 
16.6.2 ” 跟 我 们 乏 常 的 证 明 中 K — C RAREERDRERA, 
我 们 现在 采用 一 个 任意 域 K, BAER 2 5 这 一 点 是 时 在 16.4 
开头 就 提出 了 的 。 我们 下 面 用 到 的 论断 是 对 任何 域 帮 适用 的 ， 其 
中 包括 R: 经 过 任 一 点 , 必 有 束 中 一 条 贺 锥 曲线 ,过 其 条 圆锥 曲线 
上 一 点 的 任 一 直线 必 与 那 条 圆锥 曲线 交 于 另 一 点 , 且 有 Desargue, 
对 合 16.54. 
16.6.3 ”证明 的 思 
RANGS 
ART COR AU SES Sr 
线 站 T. ADR 
一 个 只 好 的 例子 ,说 归 有 的 结论 锥 广 后 证 用 让 "ET, 
REIER n4 81 SEC EUST VER ARURE 多 ， 以 及 一 条 
CE 常 圆锥 曲线 ee 多; 我们 下 产 考 察 的 多 中 

是 FFER, ATE 16.1.4 串扰 它们 可 
以 等 辣 于 它们 的 集 集 以 后 找 们 也 总 是 这 么 做 的 ， 我 们 考察 的 所 
有 的 点 都 不 属于 下 Z 的 底 , 挤 且 的 直线 都 是 关于 S 良好 的 ( 参 
见 16.5.4 和 14.2.7.3)。 
1664 命题, 设 a, b, ce C 各 不 相亲 , T, T'ES HT BJ ab T 
e, U' HJac F 8; & A — ag, 则 存在 de C HET UJ ca T. Afcd, 
开场 好 于 ADbd HARE TEF, Yad F Aflad, Vj 
be F Albe, 

设 a, b, c, deC 各 不 相同 ， TES Mar Fe, SJ ca T v; 
则 存在 TE WocT ayñac (AY dn ur 
EH bd T. arf age), 

BTE TAA 上 不 司 于 «的 一 点 , 设 侈 是 由 T 和 以 (ab)U 
ley) 为 象 集 的 退化 贺 锥 曲线 构成 的 束 ;在 冬 线 ac 上, 两 个 圆锥 曲 


"ta6e 


BOR FRS ABIIT & Hii FAN RER SCR 
ac 的 二 次 超 曲 面 束 所 相应 的 对 合 ， 象 集 为 {a,c} 的 二 次 超 曲 面 和 
RE Noe 《参见 14.1.3.3 HEERE Tac 可 能 是 空 集 ,然而 
Tflac 确实 可 作为 ec MIRE). 

但 是 ac 关于 多 的 对 舍 例 有 二 重点 Nac = 18, 8); 因此 
FE SER 使 3fiac 一 {8,81. 但 又 因 ZNA = le, a), 就 可 
MIEU of (二 重 直 线 ) 为 象 集 的 退化 莒 锥 曲线 ,而 县 多 中 所 有 的 
Wan cv 相 切 于 Y。 特 殊 地 ,了 在 7 的 切线 经 过 “。 下 面 只 
HE a= ¿C 就 可 以 了 .重复 应 用 以 上 论证 ， 不 过 把 a, b, e 
Tu c, b, d, 就 可 以 看 到 六 UE bd E ¿aa 处 相 切 .然后 在 点 
8 = ed A 对 多 中 过 8 点 的 图 锥 曲线 r” 进行 相仿 的 论证 即 可 
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推 由 , T" E) ed T 5; 同样 也 加 be 于 人 Msbe。 这 样 的 论证 也 证 明 
了 命题 的 第 一 部 分 . 
16.65 推论. it a,b,c EC AAA, TI esr ABI ab 
Tr, BJac T B. 则 恰好 存在 两 条 与 5c 相 切 的 区 锥 曲线 Pu TL € 
FRE P HJ o HE 1,8, THR, AA T UIT os 并 使 
so, 08, cY Jt). — 对 于 各 不 相间 的 a, 8, ce C RU BILD be, 
ca, ab 于 o, B, Y RS T, I', T" EF, WẸ aa, bf, cv 是 共 点 
的 ,就 称 六 元 组 〔9, b, e, T, T, P) EER. 

T, 的 存在 狂 可 由 16.6.4 推出 ; T, 的 存在 性 可 由 T. 的 存在 和 
16.55.2 JEH, Gar 58, eY 共 点 可 由 6.7.2 06.4.5 推出 。 
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16.6.6 LA 2n LA (m, ttry ans Tus TS HER a, € C 各 不 
HA, T. 是 as 的 切线 V, 一 d, n QU: aza a). H 
16.6.5， 下 列 条 件 使 我 们 可 以 用 归纳 法 定义 Te Gsl, 
一 3): 一 开始 ,六 元 组 (ao as os Das D, TO 是 正 的 ;随后 ， 六 
元 组 (ao aao Gan Tias Ti, Ti). 是 正 的 Vi = 2, ce, 8— 3. 
最 后 我 们 就 得 出 一 个 定义 好 了 的 六 元 组 《en es Paas Tas 
TL); 我 们 称 2e AE Cat, aus Ta TEER MERE 
Cas dons nan Dus ri.) 是 正 的 。 这样 定义 后 ,就 可 以 叙述 
Poncelet 定理 如 下 ; 
16.6.7 HER. WE (n, ans Tttt Te) 是 正 的 24 元 组 ，b'， 
í” C 各 不 相同 并 使 607 HT T,， 则 存在 一 个 正 的 2 元 组 
(Gris bu Turns Tu) fE b m M, b, = h”. 

166.71 n 一 3 HHW. 主要 思想 是 利用 16.6.4 来 作 相继 
的 转移 ， 设 ws aa; os 分 别 是 Pi Ta Ts 与 gi02 0203, 00, ADR, 
是 855” 与 Ti 的 团 点 ，i16.6.4 的 最 后 一 部 分 表明 ,存在 Ze 多 
W ob F8 — alas 而 切 Pu, T 0” = Ve, 根据 
16.6.4 的 第 一 部 分 , e dE PI" € C fb T, h UJ 86" j: a" = 
£” ("o fü B. X 450) ab 于 8" = ab” Nour", REIR 1664 
的 最 后 一 部 分 表明 ,存在 Be .多 分 别 切 aaa a by TA — aufi 
BUB WD ac "ENST. GUPEUASSUS] @ 一 T;。 我 们 用 反 
证 法 证 明 这 一 点 ， 直线 ab, 67. ab" 不 共 点 ， 因 为 它们 都 与 
I. 将 5.5.1 用 于 两 对 三 角形 (ass ah 0, 7, 871, 
ir, 8", 9", L's wa 也 好 ， af o", H th, 
好 ， 痢 是 不 共 线 的 。 因 为 假定 了 asana 不 共 线 ， 由 16.65 就 
推 得 =o, BE @ = T. 但 因 oso", ERRE, RAKE 
组 (b, 0", I7 o o7, P) 是 正 的 ， 

16.6.7.2 对 n 作 六 纳 ， 这 是 直接 由 1667.1 和 16.6.6 中 的 构 
造作 出 的 。 由 那里 的 构造 可 知 a,, an ao P. Di, P) 是 正 的 , 根 
据 16674, 从 它 溃 时 出 一 个 正 的 六 元 组 《Bb. 一 如，b, BUS B, 
D T 02) A (aos asis 了) 可 导出 一 个 正 的 六 元 


QE 


图 16.6.7. 
3B (6, b bo Ta TS TD, SFere, MAER 2 76 HB (b, 
bbs b Tus Ta) 根据 定义 是 正 的 、 
1668 注 。 落 多 是 任意 域 ， 不 一 定 存在 与 a AAR PER 
T,J8UJ, 其 中 b, beC H # == b”, 而 且 对 性 一 给 定 的 EC 
都 是 如 此 ; 例如 可 参见 图 16.6.12。 然而 当天 是 代数 评 域 时 就 不 
会 有 这 个 问题 ， 若 一 R， 我 们 奶 然 可 以 看 到 对 充分 邻近 a h 
每 一 多 EC， 总 能 找到 另 一 点 b EC, fE b'b” RT AE. m 
此 ,在 上 述 丙种 情形 下 ,我 们 推出 ， 车 有 有 一 个 正 的 24 元 组 , 则 存在 
一 个 这 种 22 元 组 的 不 可 数 族 ， 
16.6.9 现在 我 们 回头 讨论 最 初 提出 并 引发 出 16.6.7 的 问题 , 即 照 
那些 内 接 于 C 疗 外 切 于 了 的 多 边 形 相对 应 的 形 如 《ea s 
T，……T) #9 27 元 组 的 问题 ;我 们 注意 到 ,对 于 由 C 和 了 定义 的 
BERR SUR, D, CS 的 条 件 自 然 是 满足 的 .不 
过 ,我 们 还 得 验证 : 
16.6.10 317E. 2 元 组 (an tts any T D) 必 为 正 的 。 


“140. 


1818 16.65, 存在 一 个 正 的 2n 元 组 (a, tts da T, s T, 
T); EXDX 2n 元 组 应 肯 16.67 并 置 一 a, 6" = a, EX 
定 得 出 一 个 2 obf Gas ts das no Ts TID) GEB — 
AURA fS ARR SIN AR ITAUR. BET A we 也 与 
TRH naso 也 有 间 样 的 结论 。 于 是 了 和 7 了 "有 * 条 相 异 
WAWR aaa Gm l, n), 可 见 * 守 5 时 了 一 了 "(参见 
164). AFDE. 一 3 Ain 一 4 的 情形 ; = = 3 的 情形 如 图 
16.243 所 示 ( 也 可 参见 16.8.2)、” — 4 时， 利用 配 极 变换 可 以 证 ， 
WIES 16.6.10 中 的 共 线 性 ; 而 这 就 表示 两 个 六 元 组 《et ay es T 
P. T) 各 (a, Bs ao T, T, T) 都 是 正 的 。 


图 16.6.10. 


16.6.11 Hi. iR, aw) 是 一 个 有 个 不 同 顶点 的 多 边 形 ， 
内 接 于 力 锥 曲线 C 而 外 切 于 图 锥 曲线 T, 则 只 要 有 b,b” eC 使 
VRBE" BEI T ERG T EUEQ Iber, 
5.) 内 接 于 C 而 外 切 于 了 了。 特别 当天 一 C ERI. 存在 不 可 数 
USE EFE. 

: 关于 存在 性 ,可 见 16.6.12.4 和 17.6.7, 

16.6.12 评注 
166121 参阅 17.6.5 中 C S T 共 焦 的 很 有 意义 的 情形 。 
166.122 Æ (2) 是 内 接 于 C、 外 切 于 T 的 , Wl 16.6.7 表明 

所 有 的 直线 samli m 1, tn) 都 与 C 和 了 定义 的 束 F 中 

WE—A EHAR T, 4827. 《可 如 16.6.10 中 的 证 明 一 样 地 进行 论 


te 


16.6.12, 


JO. AA, PAR aas 部 相 切 于 一 条 P. EE, 
下 多 这 形 跟 月 心 圆 的 类 比 似乎 可 以 千 诉 我 们 ， 夺 我 们 所 考 感 的 图 
36.1.3 — WORT ku ISO BUD ME PEE TEE PARURE. Poncelet 
定理 最 本 质 的 困难 在 于 ,世人 嵌 一 个 群 在 在 , IB Eb S ET. S, 的 


tas 


TERT RE. TX, SU 16.6.1, 


166.123 ”在 一 些 不 同 的 情形 下 ，Poncelet ZWEE de 
些 a; 祖 等 村 的 很 请 攻 的 退化 形式 出 现 ; 参见 [LB2] 第 142 RA 
及 图 16.6.12. 


在 这 个 图 中 , 当 b H h WE CET 的 公共 点 时 ,四边形 (a, 
21, ds 44) 退化 为 Chis Bas bio b); 还 可 以 注意 到 四 边 形 中 两 边 
为 了 的 浙 近 线 时 的 情形 

16.6.12.4 Cayley 已 经 知道 为 使 一 个 内 接 于 C, AMT T W 
n WERE CMT 的 方程 应 满足 什么 显 式 的 条 件 ， 若 4, REN 
R CAT WEA, 我 们 在 形式 上 把 函数 Vdct (4 AB) 关于 % 
展开 : 

de (4 + AB) = D ax, 

于 是 所 求 的 条 件 可 用 行列 式 写 作 : 


i 9, Got! 
o mp ot |y 
=0, n= 2p 了 时: 

Gps Gpp pa 

G wor pal 

CA CA rt €, 

| -0,2—2p-M 1H. 

voa ‘Gem C a | ot 
我 们 希望 读者 写 出 这 些 条 件 中 的 前 几 个 科 件 ， ELIT AREA 
是 对 角 阵 的 情形 , 这 就 是 例如 说 17.6 的 共 焦 圆锥 曲线 的 情形 ; 然 
后 是 两 个 圆 的 情形 ,并 与 10.13.3 所 得 结果 作 一 比较 , 关于 Cayley 


这 些 公式 的 证 明 ,可见 [LB2] 或 一 本 很 新 的 参考 书 [GR-HA], 
16.6.12.5 关于 Poncelet 定理 ,也 可 参阅 LB-H-H], 
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167 ” 仿 射 阅 锥 曲线 


1671 方程， 大致 上 仍 援 用 15.1 中 的 记号 ,不 过 我 们 在 这 里 碰 到 
的 是 一 个 仿 射 平 面 Y。 “的 一 个 方程 可 写 为 
16.7.1.1 ar + 2bxy + cy + 2dx + 2ey + f; 


a b d 
mE b c e | = 0, NRA o 是 正常 的 ， 它 在 无 穷 远 处 
id e fl 


的 点 (参见 15.1.3.2) A 
ar 2bay + cy! = 0 XE en + 26m + a — 0 

RER RIT em CR S BIB. CERES EO 只 
要 再 把 n=0 的 情形 也 补 上 就 行 了 (例如 参见 5.2.4)， 例如 >， 
# K =R EH C=im(e) # o,a Eh, WI (SR 15.3.32) 这 个 
RH ac P> 0 HEAR, ac 一 P = 0 时 是 一 条 抛物 
BR, ac — h < O ERAR. 16.711 的 中 心 , 根据 15.5.5.2 
AVE ox + by + d — 0, bz + cy 十 ce 一 0 LÉ, RE 
RETER 14.5.3. 
1672 良好 参数 化 映射 ， 由 162.6 可 知 , C 与 一 条 绕 ee C 转动 
BAER D FRE SATIRE R D 198338 m fE 29 À — KU 中 的 参 
数 .根据 1625, 结果 总 是 形 如 

um + m + ut — m + em + v 

mm + wma w’ sm + w'm + w” 
的 .一 种 特殊 的 情形 是 ， 当 CERN ER IMARRT, M a € oon 
C， 也 就 是 说 用 适当 的 平行 线 米 截 市 C; 这 时 就 得 出 熟悉 的 函数 
zear t petr Jü 


so Ru 
rr+ 8 


“它们 的 图 象 是 邹 物 线 和 双 曲 线 ， 也 可 参见 1721 811782, 


DE 


W v 


hr 


1673 ”过 五 点 的 圆锥 曲线 的 结构 。 16.2.11 1162.13 BR BH U Bj 
TA C E—TUALEBUEE— ER D, EARE CD WE 
该 点 的 切线 ， 从 15.5.6 可 以 得 出 C 的 所 有 直 答 ， 从 而 圆心 就 作为 
两 条 直径 的 交 而 得 出 (参见 图 16.7.3)， 有 了 中 心 、 两 个 点 和 在 这 
两 点 处 的 切线 后 ， 就 可 以 得 出 共 轿 方向 的 对 合 ( 参 见 15.6.3 和 
15.7.5)， 从 而 根据 16.3.10.2 的 结构 就 吕 得 出 C 的 半 的 方向 , 这 个 
做 法 对 任 一 和 上 的 欧 氏 结构 都 是 可 行 的 ， 在 实用 中 画图 的 著 张 纸 
和 标尺 的 长 度 单位 就 决定 了 这 个 欧 氏 结构 ,有 了 轴 《 参 见 15.68). 
一 个 点 和 在 这 点 处 的 切线 后 ,由 17.7 和 17.8 强行 易 见 地 可 决定 项 


图 16.7.3. 
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点 等 等 …。 如 果 我 们 考虑 的 是 一 条 抛物 线 ， 有 了 丙 个 点 和 在 这 两 点 
处 的 切线 就 足够 了 ,参见 下 段 。 

16.7.4 “与 四 条 直线 相 切 的 抛物 线 。 根据 161.4 和 对 偶 原 理 可 
知 ， 存 在 唯一 的 一 条 项 锥 曲线 与 X 上 给 定 的 四 条 直线 D; (相去 不 
平行 ,任何 三 条 不 共 点 ) DEUX MASTER cox 相 切 ， 即 与 p, 
相 切 的 一 条 抚 物 线 。 为 了 用 殉 氏 几何 的 作 图 靶 来 决定 这 条 抛物 
线 ,我 们 在 和 图 162.13 对 候 的 图 上 作出 它 与 D RID, WIA. F 
是 我 们 利用 15.5.8 来 得 出 轴 的 方向 ; 然后 根据 17.9.18.1 就 能 作出 


图 来 。 


D, 


Hb 16.2.4. 
1675 AANER, iE 1655.1 换 成 仿 身 的 说 法 ， 就 可 以 对 
a,b,c,d EX 得 出 一 条 经 过 p.d, r 和 ab, ac, ad, be, bd, cd 
的 六 个 中 点 的 圆锥 曲线 ; BARRE Gb, ed), (ad, 
b), (ac, dé) 决定 的 cox 的 对 合 的 二 重点 ,因此 在 几何 上 很 容易 
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做 出 (参见 163.10). BP, I1 3.4.1081 15.7.7 可 知 ， 这 条 圆锥 曲 
ig get ie td u4 {a b, o) WEBOM RER 
点 圆 的 特殊 情形 ,参见 10.11,3 和 17,54, 


168 练习 


16.8.1 证 明 : 对 一 条 正常 圆锥 曲线 的 象 集 C 上 的 四 点 a,b,c, 
d, [a, 6, c, d] 一 一 1 的 充 训 条件 是 ab Led, 

16.82 证 明 : $$ a,b,c 组 成 C 的 外 切 三 角形 , 切 点 为 a,b, Y, 
ND ae, Bg. Y 共 点 (参见 图 16.213); 这 一 证 明 应 该 只 用 解析 几 
fa. 

16.8.3 Steiner 与 Pascal 二线， 设 C 是 正常 贺 锥 曲线 ,a(i 一 
1,4, 6) 是 C 上 的 点 ;由 16.2.11 HJ 知 对 这 些 a, 组 成 的 每 个 六 点 
组 (顺序 任 取 ), 有 一 条 相应 的 直线 ， 称 为 这 个 六 点 组 的 Pascal À 
SR. 证明 : 对 C 上 给 定 的 六 个 点 ,至 多 存在 60 条 Pascal 直线 ; 举 
出 一 个 确实 有 60 条 不 同 的 Pascal 直线 的 例子 。 证明， 这 些 直 线 
是 三 三 共 点 的 ,因而 我 们 得 出 20 4A, Wd TE E TEXT C HSM 
10 个 点 对 中 、 


BL 


1684 设 人 4 是 正常 圆锥 曲线 的 非 空 象 集 ;将 尸 嵌 人 一 个 三 维 射影 
BU PB. EN 存在 一 个 方程 为 中 性 的 (参见 14.4) 二 次 曲面 
其 象 9 使 得 C 一 9NP。， 设 ep,cid 是 C 上 四 点 。X。X 是 
RÉ E thi s. 5 的 导线 (A 144), T, T 是 母线 族 昌 中 过 
c,d AIR. ED. ecNbd, XAT, X'OT 这 些 点 是 共 线 的 . 
从 中 引出 Pascal 定理 的 一 种 证 明 。 并 用 这 种 方法 来 讨论 前 面 的 
练习 。 

16.8.5 ”有 取 给 定 六 点 中 的 四 点 所 构成 的 射影 标 架 ， 来 证 明 Pascal 
EM, 

16.8.6 iR C ROE% LR Head E, Hp.q,r 使 得 C 与 
F4 在 9 AD, pr 在 * BB). 证明; RUE m, nec, 就 有 

[2, r, m, n]: = pq, Pr, pm, pnl. 


16.8.6, 


168: 证 明 : 一 条 有 非 空 象 集 的 正常 图 锥 曲线 的 两 个 对 合 是 可 
交换 的 充 变 条 件 是 它们 的 Frégier ARE. 

168.8 设 了 是 一 个 不 是 对 合 的 单 应 ，} 关 lde， 其 中 C 是 一 条 正 
常 圆锥 曲线 的 非 空 象 集 、 证 明 Cm, (n); me CY -RRI 
于 C 的 圆 争 曲 线 的 切线 的 第 合 ， 反 之 亦 然 ， 对 两 条 双 切 的 圆锥 覃 
线 , 利 用 上 述 结论 给 出 16.6 中 那些 结论 的 简捷 证 明 . 
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16.89 i X36 — 1 BU dREUE rh PO 4: STU HERO SLE 
16.810 讨论 图 16.5.6 区 域 变化 的 情 党。 

16.8.11 说 明 图 16.4.10.5, 16.4,10.6 种 16.4.10.7 各 图 的 作法 是 
会 理 的 . 

16.812 对 中 165.62 8 (BIB BAR HR UE FE ELK IAE. 
16.8.13 3 » = 2p 时 , 在 一 个 外 切 于 T、 ART C BJ n 边 形 中 连 
接 相 卫 个 顶点 的 项 点 所 得 的 直线 有 什么 性 质 2 

16.8.44. 证明， 在 切 束 的 类 型 IV* 的 情形 下 。 有 一 点 是 密切 点 。 
16815 K- R 时 贺 锥 曲线 柬 的 分 类 ,在 K=R H, ARMÉE 
曲线 束 的 一 个 分 类 (参见 ILY} 第 259 页 ). 


W 1.8.15. 
16816 当 火 只 台 三 个 元 素 时 ,讨论 zz 一 只 一 0 和 ryte = 
的 交点 . 
168.17 域 天 含 七 个 元 素 ; 证 明 x2 — y = 0 和 
2 + Z — xy — yz = 0 
《相应 地 : = + 4ys 一 0 和 z+ zy =0) 有 了 唯一 的 公共 点 ,而 且 
它们 所 定义 的 圆锥 曲线 束 只 合 叭 一 的 一 条 进化 加 锥 明 线 (相应 地 : 


没有 退化 的 圆锥 曲线 )， 
16.8.18 由 16.2.3 推出 16.1.4。 
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16.819 用 16.5.4 的 方法 证 明 Pappus EJE, 


图 16.8.19. 
16820 Y D,(i = 1, …:，6) 是 跟 辣 一 条 圆锥 曲线 相 切 的 六 条 
直线 ;证 明 : dE o; DIE, WoE QUE) 中 是 线 星 相关 的 
《参见 13.1.2.3). 
16.821 讨论 在 16.5.6.2 所 引进 的 映射 多 — PQ(ET) FE 中 
BATERRRRE. 
16.8.22 RARE HUS SEDURCE LE k mE RSV UHR. 
16823 ”是否 看 在 一 对 圆锥 曲线 ,它们 有 中 个 不 同 的 公共 点 ,但 没 
和 四 条 不 同 的 公 切 线 ? 
16.8.24 在 齐 次 坐 原 下 具体 计算 一 个 简单 的 二 次 变换 。 


pre 


第 17 章 欧 氏 贺 锥 曲线 


本 章 应 用 前 几 意 中 的 结果 来 研 究 欧 氏 平面 上 的 加 第 由 线 : 精 
图, 到 曲线 ,抛物 线 ， 通 过 很 初等 的 讨论 就 可 以 看 出 ， 这 兴 图 锥 内 
线 ( 国 除外 ) 可 以 定义 为 到 一 个 点 ( 仿 点 ) 和 一 条 启 线 ( 准 线 ) 的 距离 
之 比 为 常数 的 点 的 集合 ;同时 ， 除 狸 物 证 以 定义 为 到 两 点 
的 距离 之 和 (或 差 ) 为 党 数 的 点 的 集合 《17.2 35). 

这 些 性 质 自 古 以 来 误 是 人 所 熟知 的 ;但 是 , 找 出 它们 之 间 的 一 
个 深 鹿 而 统一 的 解释 , 却 是 一 项 很 有 吸引 力 的 工作 ;这 就 是 寸 妃 世 
纪 的 几何 学 家 所 作 的 我 们 将 在 17.4 pA ME, RE REAA 
17.4 的 方法 ， 从 第 十 元 章 的 射影 的 结论 导出 许多 关于 欧 氏 国外 内 
绕 的 结论 ,这 是 17.5 和 17.6 的 内 容 。Poncelet 大 定理 被 用 于 讨论 
内 廊 于 精 圈 的 最 大 周 长 多边形 ; 一 个 出 平 意外 的 结果 是 : 这 祥 的 
多 这 形 的 个 数 是 无 穷 的 。 

最 后 两 节 17.7 和 17.8 不 加 证 明 地 缀 述 一 些 专 门 关于 椭圆 、 双 
拘 线 (包括 等 栅 双 曲线 ) 的 结论 ， 其 实 ,我 们 认为 , 读 首 在 前 面 各 剖 
中 已 积累 了 各 种 不 同 的 方法 ， 也 许 会 有 兴趣 考虑 一 下 哪 种 方法 可 
DELI I PRA I 

关于 欧 氏 圆锥 曙 线 的 其 它 结果 ,可 参见 TEE]，[DQ]，[ML]. 
| ARR, LÉR MERE, À EX 
| HÉRAULSR, Xc E X 的 复 化 射影 空间 (参见 7.6), 1,7 是 
| X B (EAS AGB, 9.5.5.1)。 若 不 作 另 外 申明 ，C 总 表示 X 上 


一 条 正常 画 扶 曲线 的 非 空 象 集 ; 根 据 16.1.4, 可 将 C 和 以 它 为 
RREA o SEX. i 


(1524 


17.1 Descartes 原理 


17.1.1 HAE 15.6 和 15.3.3.2 中 的 定义 ,我 们 可 以 找到 一 个 标准 正 
交 标 架 ,使 C 的 方程 为 Š 
Z+ 1=0 (2 5) GB. 


142 dé Y 029 RRR), 
2 P 
y — aps = 0 CHA). 


17.1.3 pda 一 上 时 梢 贺 就 变 成 了 贺 、 而 = 一 5 时 的 双 曲 线 , 按 


CEASA 
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3E SCIES Bp EA ARE D VI E 2 B RO 99 E ulit; 
2H, SERORUBALEZET RAR AES HER: 
例如 可 见 17.8.3, ACT Af EA A MOO DU S PAPA DUR, RE 
线 有 两 个 ,抛物 线 有 一 个 

17.14 SJ, DHE hé. 根据 15.4.6， 入 贺 和 抛物 线 总 是 凸 集 
的 这 界 ; 汉 曲 线 的 两 个 点 分 支 , 各 是 一 个 凸 集 的 边界 . C 在 w 处 的 
切线 ,可 以 定义 为 ;的 极 线 (参见 14.5.2.1), 也 可 以 定义 为 C 作 为 
5” 子 流 形 的 切 空间 (参见 14.3.8) REBRI C 的 切线 (参见 
16.2.9)。 或 者 还 可 定义 为 C 的 连通 分 支 所 图 成 的 严格 凸 集 在 z= 点 
的 唯一 支撑 线 (参见 11.6.4), 所 有 这 些 定义 部 是 一 至 的 ， 

C fe mAb RUP E m d USER HO C 在 点 me C 处 的 法 线 . 
Wis “圆锥 曲线 "正名 、 圆锥 曲线 ， 好 累 是 从 公元 前 四 世纪 以 
来 就 为 人 所 知 的 ,但 直到 Appolonius IICA DATÉE) AE “TE 
ERRITAR. 在 众多 的 绪论 趾 ， 这 一 名 称 受 的 是 下 面 的 事 
实 的 启 永 UB ACIE ERES EBERT E AR CL 07.3.1, 
17.3.2)。 这 一 事实 的 证 明 留 待 读 当 去 完成 . 

17.16 “DRIGE”. 任 们 一 个 二 次 方程 给 出 一 条 在 17.15 或 
17.1.2 意义 下 的 贺 锥 熙 线 ,这 是 代数 几何 的 历史 上 最 时 的 结果 , 是 
由 Descartes 得 到 的 (1637 Æ). Appolonius 知道 了 坐标 和 17.1.2 


中 的 方程 . 但 是 Descartes 能 定义 出 # 次 曲线 .这 一 方法 的 有 力 ， 
可 以 通过 解决 下 面 这 个 自古 希腊 时 代 以 类 的 问题 得 到 说 
Bi; 这 个 称 为 “四 线 轨 了 迹 * 的 问题 是 这 样 的 ， 给 定 平面 上 四 条 直线 


DG —1,2,5, 4) 后 , 求 集合 

Im € X: dm, D.)a(m, Di) = kd(m, D,)d(m, D4)) 

(ke R1). 
WE qi= 0 是 D, —4 7/8, EUST RSSRA 
19rpz| = klop, 
于 是 它 由 以 pqps+ kpsp' = 0 为 方程 的 两 条 刚 锥 曲线 组 成 《Des- 
cartes 当时 漏 掉 了 一 条 ). 可 以 注意 到 , 当 丰 变动 时 ， 这 些 图 锥 曲 
线 构成 一 个 问 锥 出线 束 (参见 16.4.10)， 试 与 LI-R]. 28 367 页 的 
EU 


练习 350 相互 对 照 。 
17.1.7 参见 17.9.1 中 这 一 方法 的 另 一 个 应 用 ， 


172 E: 初等 的 阐述 


17.21 MIE 
17211 命题 ， 在 Xx 上品 锥 曲线 的 非 空 的 ,不 Jg RS 
X BTK (me X; Jm = e dlm, D) 之 闻 有 一 个 恒 问 关系 , 其 
中 是 X. 上 一 条 FAX ER, IED, e€ Rš. 
这 个 命题 可 通过 下 面 的 计算 得 出 ,其 中 = = à 表示 也 的 方程 ， 
(e, 0) 是 了 的 坐标 这 时， 命题 中 的 子 集 由 
Qr — ey + y! — n — Ry 


e 


所 定义 ;为 使 它 险 17.1.2 的 方程 一 致 ， 当 。 = 1L — a 从 


而 得 出 
17212 Ë 81-9 
* al 


€ e 

Heci HR k= 一 ce， 从 而 得 出 

11213 y ——4cx, 
BOSE, 17.1.2 AADI Ve E AES TE p = — 2e, e 一 1 就 
写成 了 17.2.1.3 的 形式 ,在 另 两 种 情形 可 马 成 17.2.1.2 的 形式 : 
HMA (a > b) 有 e — Ve — P, e = cla, à= Je, 
ARBRE cm PP, e = cla, h= cje, 

17.2.14 常数 。 WOS CRER GENE. My, 双 
曲线 ) 的 特征 是 。< 1 (相应 地 : =1, 221). GXFÉRI—A RA 
CRAIR, DIRA TRIES. LAURE ARRIVE T CE 
物 线 的 情形 (这 时 它 只 有 一 个 焦点 ,位于 轴 上 ), C 有 两 个 焦点 ， 位 
于 # 轴 (在 椭 硕 的 情形 称 为 1 双 曲 线 的 情形 称 为 模 轴 ， 或 在 
Ain RAD EL. 
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N 
N 
CESARE 


17.2.1.5 AO RCE I 17.14) 为 {mmj <e a(m, 
D)}. 
I7216 m, ne C, p= Dí mn GAZ v x X hitit), 


Wü pj 是 (m, fn) 的 平分 线 (参见 87.74). disc Edi ^ 一 


dn. D) 一 Im ,这 一 点 可 从 10.3.8 推出 . 取 极 限 异形 即 知 C 在 mm 
dln, D) fn 


LAURE DSET P A Jm, fp 一 x/2。 这 首先 就 给 出 了 C Em 
处 的 切线 的 一 种 作法 ;其 次 它 还 说 明了 若 s 是 一 条 过 p 的 直线 , 则 
它 的 过 f ROHMER S (参见 15.5.1) (E SLS. 这 一 性 质 表 明了 
焦点 的 特征 (参见 17.4.3)， 例 如 出 它 可 推出 所 谓 Poncelet“ 小 定 
E, É ma, mb 与 C 在 “和 5 处 相 切 , 则 对 C 的 任 一 焦点 , 直线 
fm Jk ja ÑU fb PETER. 其 实 ， 置 一 ab5 几 DPD， 则 由 配 极 变换 
TARR P R mM, 因而 Le, fb, fp, fm] 一 —1, 于 是 从 
8.7.7.5 则 可 推 得 绪论， 也 可 参见 17.6.3.6。 
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HDO07.2.1.6. 
17217 行星 的 运行 ， 根 据 万 有 引力 定律 和 Binet 公式 , 行 
是 画 出 的 轨道 在 家 坐标 系 p 一 (0) 下 满足 下 面 的 方程 


pe EO) Leg, 


W [BE], $854 ji. 十 是 有 f^ — acos0--8sin8 + v, 


或 改 欣 极 轴 后 得 到 :1(9) ETE 时 型 仿 射 坐标 就 是 : 


例如 可 大 
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m+ y = k(x AY, KEERA KIIA REA AU IIR h AES 
JE. XOU FEEL SE UI MT RE EEKEREN TE 
EELA — À ARR UE ER H A HO PUR 

1.22 WHA 

17.2.21 设 1, f MD, D 是 一 条 不 是 执 物 线 或 圆 的 圆锥 曲 
线 C 的 两 个 焦点 入 相应 的 两 条 准 线 ， 根 据 17.1.4, 对 任 一 mec 
A: EC 是 椭圆, 则 dm, D) + d(m, D) = (D, D), £C E 
BRR, MU 1d(m, D) — dm, D')| — «D, D. ie, 据 
17.2.11 RA: mf mf = 20 (相应 地 ，lmf 一 mí | = 2e) 
Vme C, 这 就 使 下 述 命题 得 以 成 立 : 

17.222 命题 。 在 和 中 正常 圆锥 曲线 的 非 空 、 不 是 她 物 线 的 
象 集 全 体 55 XH TÉ dn {me Ximf+ mf = 24) GAMH, ime 
X: [mf — mf | = 221) 的 子 集 之 间 , 在 f, f 取 遍 X 中 点 对 而 
24 if CARE, 2a < ff) 时 存在 一 个 恒 同 关系 . 

特别 要 注意 的 是 ， 我 们 并 未 完全 证 明 第 一 个 集合 含 于 第 二 个 
集合 ,而 且 上 述 计 算 并 不 是 非常 显然 的 ， 加 的 情形 对 应 于 p= f, 
EW 09, 我 们 来 对 椭 贺 进行 证 明 ， 双 曲线 的 情形 留 给 污 
zx. 

取 轴 使 =C, 0), f =e, 0:58 m=(z, y), EBD 
Gi Y. = 208 + y 0), Gnf Y! — (mf) = “cz (这 两 个 式 子 
也 可 从 9.76 ER). I mf mf = 2a 0， 就 有 mf 一 mf 一 
2exjo, Mi mf — a+ erja, mi = a — crie WERE 

(a+ &) 4 (s - g) — (= + e) 
即 
2 2 x 2 . 
w= (É 1) =o; 


Baca, GUBIDERAER r/d + ylP—1-0 img 
#— e KARMA (Za) 0 推 得 
(e — Paa — a) = 9, 
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图 172.22. 


因为 <“ 关 的 情况 是 排除 在 外 的 , 藻 则 会 得 出 * 一 om/c， 从 而 得 
出 了 矛盾: 


mf — mi = 2a > ff. 
17223 ARAZI CAL 17.14) SET lié 
下 的 (mmc mf < 2a} (MA HN À CE (mmf — m > 2a}, 


“139 


im: mf — mf z2aj. 
17.224 AES. di 9.10 和 17.1.4 可 知 ,C 在 zm 处 的 切线 ， 在 


双 几 线 的 情形 是 mj, mf 的 内 平分 线 ,在 椭圆 的 情形 下 是 外 平分 
线 。 反 过 来 ,9.10 表明 其 切线 具有 以 上 性 质 的 任何 曲线 ,其 象 集 必 
是 一 条 以 p f 为 焦点 的 圆锥 井 线 的 象 集 ; 这 又 一 次 说 明 17.2.2.2 
是 合理 的 。 也 可 参见 17.6.3.5。 

17225 ”用 细 线 HE 17.2.2.5 表明 怎样 用 细 线 画 出 一 个 
MeL CEEVE RATIS RD E — e Gt s 参见 17.7.1 中 椭圆 的 男 一 种 机 
械 作 图 法 。 对 于 三 维 空间 中 的 二 次 邮 面 。 在 图 17.2.2.5 中 可 以 看 
到 一 种 用 细 线 作 图 的 方法 , 详 见 [H-C] 的 第 26 页 或 15.7.16。 也 
可 参见 17.6.4 中 给 出 的 参考 书 。 


图 17.2.2.5. 


1.226 ”焦点 的 极 线 ，[H 172.24 和 17222, FARE 
m = orm 与 1 关于 C 在 mw 处 切线 TT 的 对 称 性 ,我 人 知道 C 关 于 


f 的 航线 (参见 9.6.8) RSE ER C 同心 卫 与 C 汉 切 于 焦 轴 上 
的 点 的 贺 ( 称 为 主 图 ); 以 上 假定 了 C 不 是 所 物 线 ， 在 抛物 线 的 情 
形 ， 利 用 17.2.1.1 和 17.2.1.6 WIER C 在 m 处 的 切线 下 是 mf 和 过 
双 平 行 于 轨 的 直线 的 平分 线 ; 极 线 是 与 C 切 于 顶点 的 直线 ， 
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图 17.2.2.6. 


173 ERIA: 比利时 人 的 陈述 


很 自然 地 ,我 们 会 想来 证 明 ，Apollonius 作为 旋转 圆锥 面 的 
截 线 所 定义 的 圆锥 曲线 限 由 单 焦 或 双 焦 性 质 定义 的 贺 锥 曲线 是 可 
以 等 同 起 来 的 ,其 中 后 一 种 定义 的 方法 是 很 初等 的 (我 们 是 在 略 去 
所 有 的 代数 运算 的 意义 上 说 的 )。 这 正 是 比利时 人 Dandelin 和 
Quételet 根据 下 列 图 形 所 做 的 工作 。 
17.3.1 [8 17.3.1 相应 于 双 焦 样 质 ,图 17.3.2 .*X 
明 图 173.2 的 关键 的 想法 是 : (i) 从 同一 点 向 一 个 球面 所 作 的 两 

161 。 


Bossa. 


AHIREHEIHRSS. Gi) 至 少 存在 一 个 球面 了 内 接 于 给 定 的 屠 
个 圆锥 面 了 且 与 截面 已 相 团 ;ji) 若 记 含有 了 与 了 的 切 圈 的 平面 


为 O, 则 图 锥 面 的 点 以 um 一 某 个 常数 为 特征 ;Gv) 车 
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2 


Kz 9) 


D-Pn9o, 出 卫 的 点 满足 了 D) 常数 。 我 们 应 注意 Gii) 


的 特征 ， "A c “PNT 贫 于 一 条 以 也 为 对 应 于 
焦点 才 ( 即 了 与 尸 的 于 点 ) 的 准 线 的 圆锥 曲线 之 内 。 读者 在 做 练习 
峙 会 推出 所 有 这 些 结论 ， 包 括 双 焦 的 情形 在 内 , RATÉ [D- 
Ci]. 第 VIH E, 在 那里 也 会 再 次 下 到 切线 的 任 质 17.2.1.6 和 
17.2.2.4; 也 可 参见 1763.4, 


174 度量 性 质 ，Pliicker 的 射影 说 法 


17.4.1 从 8.8.7 和 9.3.5.2。 我 们 知道 可 以 用 射影 的 方式 来 解释 和 
的 欧 氏 性 质 ; 但 为 此 就 须 引进 的 射影 完备 化 空间 À, DUR X 09 
复 化 空间 多 最 后 ,就 有 X 的 循环 点 1, J. 

HE 73, 7.6, 16.7 和 16.1.4， 对 任何 一 条 有 非 空 象 集 的 正 响 
圆锥 曲线 = (或 者 说 对 任何 一 条 这 样 的 加 锥 曲线 的 象 集 C)， 对 应 
着 唯一 的 一 条 Zc 中 的 射影 贺 欠 由 线 ， 记 为 5， 以 及 Zc 的 一 个 于 
集 , 记 为 C, 即 & 的 象 集 。， 我 们 将 在 XC 中 系统 地 进行 讨论 ， 从 而 
进一步 研究 欧 氏 贺 锥 曲线 ; 虽然 这 样 仇人 似乎 显得 不 太 自 然 ,而 且 不 
敬 怎么 说 似乎 代价 太 大 ,但 是 我 们 会 从 中 发 现 两 个 优点 ,正如 在 数 
学 上 把 讨论 范围 狐 广 时 常会 如 到 的 情形 一 伴 : E, AANA 
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一 的 解释 ， 第 二 ， 可 以 得 出 一 些 新 的 
Sag. 


曲线 的 性 质 可 作 岂 
He OR A RUE 
1742 PANHA 

1.42.1 RM, HR CJE— AE iE Ei te MONET C 
是 加 的 充 要 条 证 是 1， J e 6 (其 实 只 要 De 就 够 了 ,因为 对 XC 
的 对 合 z (参见 75.1, 8.8.6.1), 有 (C) =C, o) = D. 更 一 
艇 地 ;对 X 的 回 锥 曲线 a (不 必 正 常 或 象 集 非 空 )，1 e imte] 等 价 
于 “的 任 一 方程 9 能 使 立 一 乔 - 上 ,其 中 出 到 的 是 关 的 欧 氏 范 数 ， 
这 就 是 广义 图 ,我 们 在 20.1 中 还 会 磁 到 . 

11422 ROMPE. LEHE AMET: 1094, th 


M: Ea, b EE C USUS MR MANOIR za, zŠ XE z € C 
RER RNA PLET Re pig G E, ZHE Lee, zb, 
sl, aJ] 是 常数 ,从 而 根据 Laguerre 公式 8.8.7.4 TEHE. 至 于 


人 ~ <. 
2x4, xb = oa, ob, fiih a REC 这 中心 可 由 16.8.6 推出 。 


17423 应 用 : ” 切 距 加 开门 来 讨论 向 加 锥 电线 C 座 引 的 
两 条 切线 ma, mb BIB GER AO eI 由 8.8.7.4 可 知 这 等 
HFE RC 中 有 

[ma, mb, mI, mji = —1; 

根据 14.5.2.6 这 又 等 价 于 ml LoJ(g Rc uh C ia). ERE 
1627.1 这 就 等 价 于 如 属于 Xç 中 类 一 条 过 了 AJ BUGED dH AR 
Š, 这 条 圆锥 曲线 正常 的 充 要 条 件 是 1 A EUR, LE CR 
Edd s. AXR, SRDUT š 
当 C 是 抛物 线 时 它 属于 一 条 直线 .得 到 的 并 不 一 定 
DM mC 作 的 丙 条 切线 可 能 并 不 存在 . 完整 的 讨论 十 容 易 的 
对 椭圆 , 答 到 的 是 整个 圆 ,半径 为 2 十 如 ， 对 抛物 线 ,得 焦 整 条 准 
级 。 对 双 曲 线 , 当 渐 近 线 成 钝 角 了 时 得 到 空 党 ,对 等 角 双 曲线 得 到 一 
个 点 (中 心 )， 当 浙 近 线 成 锐角 时 得 到 少 去 四 点 的 一 个 加 .读者 可 
以 用 初等 的 方法 证 明 上 述 结论 ， 仿 如 可 异动 于 145.3 RELA 
地 进行 证 湖 . 


eds 


注意 ， 对 于 退化 为 两 个 不 同 的 点 a, 2 KR Hi AR (参见 
14.6.3.2)， 切 距 圆 就 是 以 eb 为 直径 的 图， 


图 174.2, 


1743 园 锥 曲线 的 焦点 与 循环 点 

17.4.3.1 我 们 在 17.2.1.6 中 已 经 注意 到 ， 过 C 的 一 个 焦点 且 
SATC 共 锯 的 直线 的 对 合 是 正 交 直线 的 对 合 ; 这 对 直线 一 方面 根 
据 与 14.5.2.6 对 个 的 结论 是 从 了 向 C 引 的 两 条 切线 ， 另 一 方面 根 
据 Laguerre ARKE H MIJ CE R9 中), 因 此 实际 上 f1, J 是 与 
CHE. 

17432 反 过 来 , AIRE RAM IS, XNA 
锥 曲线 CARRE NUE HR 1130 J 与 已 相 切 的 点 人 由 于 
a(i) = J M a(€) = € ( 参 则 174.2.1)。 有 三 种 可 能 性 : C1, 
Jii 二 唯一 的 ， 就 是 中 心 , 或 者 C ENR S a, REA 
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图 17.4.3.2、 


四 条 从 了 和 了 向 6 引 的 切线 ， 交 于 不 同 的 四 点 ; 但 这 些 切线 的 党 
合 在 对 合 9 下 是 稳定 的 ,从 而 这 些 点 中 的 两 点 辟 如 说 f, f, 必 满 
Æ ol 有 ) 一 f，o(f) 一 f， 因 此 b E X, 而 另 两 点 eg 满足 
ole) — g, 因此 g,g'€ X 但 ge CX, 最 后 作 配 极 变换 即 可 表 
明 ,由 于 U, J, ff OI, gg Y = 一 1, 所 以 扩 , eg! 是 正 交 的 。 
Ti H. ff eg 是 cox COR ARE CU. TE ff, 8° 是 
C 的 两 条 轴 , 这 样 我 们 就 眼 17.2.14 中 一 致 了 . 

17433 不 过 , 晋 下 还 得 说 明 C 对 一 个 焦点 f 及 其 极 线 D= 
化 满足 17.2.1.1 的 度量 定义 、 著 设 my n6 C, p= ma D (在 党 
rh) ANR Xc 中 从 二 向 C 引 的 切线 为 f, 杂 。 由 配 极 变换 可 知 ， 
Si«rXrmmsnsRmORG, ND Lff, fJ, fp. ju] = —1. 
因此 (参见 9.7), 在 X 中 直线 fp 与 jw 是 正 交 的 , B fp Æ fm, 加 


的 平分 线 ; 17.2.1.6 的 讨论 就 表明 了 Im = AMD) eps, 
fm d. D) 
是 任 取 的 ,证 得 结论 。 
* t66 + 


1734 WHE 17.2.2.2 将 在 17.6.3.5 中 解释 

17435 A: Simson HAINE. 要 说 明 的 结论 是 : 
著 一 个 三 角形 {a, b, c) 的 三 边 部 与 一 条 抛物 线 相 切 ， 则 这 条 扫 
物 线 的 焦点 了 在 {a,b,c} WIRA, Xp XC 中 六 点 o b, e, 
jis 1, J 应 用 16.5.5.3, 17.4.2.1 和 17.4.3.2， 即 可 直接 推出 这 个 结 

现在 根据 17.2.2.6， 了 在 三 边 ab, be, ca 上 的 投影 是 过 C 的 
顶点 的 团 线 土 的 三 点 ,因而 是 共 线 的 ， 反 过 来 ,如 果 这 样 三 个 点 是 


基线 的 ,我 们 就 可 以 用 焦点 和 顶点 处 的 切线 来 决定 一 条 抛物 线 . [H 
?上述 结 论 和 前 一 段 的 内 容 表明 了 ,一 点 在 {a, b, e) 的 各 边 上 


图 17.4.3.5. 


Br 


的 三 个 投影 共 线 的 充 要 条 件 是 这 三 点 在 de, b, c] 的 外 接 贺 上 : 
这 就 是 10.4.5.4. 

由 此 ,根据 162.4 可 得 到 一 个 推论 ， 设 平面 上 有 四 条 直线 ; 则 
其 中 每 三 条 构成 和 形 的 外 接 贺 是 四 中共 点 的 ， 交 点 是 二 这 四 
条 直线 相 邹 的 镍 物 线 的 焦点 

17.4.3.6 ”焦点 的 实用 找 法 。 见 17.9.24. 


175 ” 欧 氏 圆锥 曲线 束 与 循环 点 


17.5.1 我 们 把 广 的 非 退 化 玛 锥 册 线束 称 为 式 的 圆锥 曲线 束 (参见 
14.2.7.3)， 我 们 要 研究 X 的 圆 包 曲 线 的 无 穷 远 点 , 即 束 多 在 cox 
上 的 迹 ; 这 里 要 用 到 Xc LAER FE (ESL 16.5.2) 
DUREE. FIR Y ac 的 无 穷 远 点 时 ， 
可 以 用 初等 的 方法 从 斜率 和 16.7.1 的 写法 挫 出 ,读者 不 站 试 一 下 。 
下 面 ,一 对 正 交 直线 也 称 为 等 轴 双 曲线 . 
1732 假设 cox FF 是 良好 能 (参见 16.5.4), RIKE FE 

在 oc EX THERE LJ BOXES 1 


—— o AE =, De 
一 SÉ. à 的 偶 关 于 7.5 的 
TU E RA ç 来 培 应 是 稳定 的 (e 不 是 cox 
v AHAD. Pt, RAZIA 
— X 

r 7 $E LCD = LD = 5 
情形 noU) m J, FG) mds 

— 情形 IH: (OD, IO) n (1, 

T J D f. J) = $. 


Bl F 6.72, &87, 8.275, 

图 17.5.3. 174.230 17.1.3， 就 可 看 到 : 
17.53 命题 。 设 多 使 cox 关于 多 是 良好 的 一般, EF HR 
含 一 条 等 轴 双 曲线 (情形 11); 着 含有 两 条 , 岗 它 们 就 是 束 Z (G 


MILES 


条 让 是 多 ARRETE T 
TRAOS E OS PERO EL LA n EL P A E H). 
1754 def BEES. XAMXMA D, D, E, E', D LD, 
ELE GERKIXXE F); WledDES— BISERIROR, ERU nU 
DNE =a, DNE =b, D'OE =c, DNE — d, 而 其 中 所 
有 的 贺 锥 曲线 都 是 等 轴 汉 曲线 。 特别 是 ， 印 17.3 可 知 直线 对 
lad, bc). 是 由 两 条 正 交 直线 构成 的 ; 我 们 这 样 就 证 明了 三 角形 的 
三 条 高 交 于 一 点 (参见 102.5). 

相似 的 论证 表明 ， 对 等 轴 双 曲线 C 上 任意 三 点 a, b, c€ C, 
{as b, c) 的 甜心 也 是 C 上 一 点 、 

如 果 对 三 角形 da. b, c} 及 其 重心 4 应 月 16.5.5.1， 就 正好 得 
BLAGUE RSI 10113); 这 个 贺 是 包含 a, b,c, dE 
双 曲 线 的 中 心 的 轨迹 。 由 16.7.5 TAXE Au 1011.3 所 


XD. S 含有 一 个 广 


LM 
1755 在 情形 I 的 应 用 

17.5.5.1 i (D, D') 和 (E, E') 是 两 对 直线 ;四 点 了 ME， 

DNE, DNE, DAE 是 上 循环 点 的 充 要 条 件 是 (D, Dh 

LEE} 有 相间 的 平分 线 方向 ， 这 时 。 第 三 对 直线 也 有 相同 的 平 
分 线 方向 ， 

17552 i 多 是 X 的 网 外 由 线束 , o0x 关 于 F 是 良好 的 ， 
且 包 售 一 个 圆 ; 则 多 中 国 给 曲 绕 的 中 心 的 轨迹 是 一 条 等 轴 双 熙 
RH, 其 新 近 线 为 多 中 两 条 抛物 线 的 轴 . 

除了 关于 渐 近 线 这 一 点 外 ， 它 们 都 可 由 16.5.51 推出 ; 为 此 。 
将 cox 上 对 应 于 公共 训 向 的 两 点 记 为 #, v. 于 是 ,根据 16.5.3.3 的 
RENTAL me H 时 ,直线 um, vw 是 关于 六 中 以 mm 为 中 心 的 
Bh 2924889; m Ye v. Ef, 这 就 是 说 也 在 «的 切线 是 与 cox 
在 4 志 切 的 抛物 线 的 轴 . 

175.53 x 的 两 条 抛物 线 C. C' 构成 一 个 满 束 2 时 (SR 
165.1)。 它 们 的 轴 查 互 垂直 的 充 要 条 件 是 多 合 有 一 人 小 贺 ;另外 ， 
这 吓 条 抛物 线 的 轴 经 过 重心 


^ $207 


LS um, 这 里 COC = {ms ora]. 


这 可 由 17.5.5.2 8016.75 淮 出 ; 由 此 立即 可 导出 经 过 四 个 不 同 的 
下 循环 点 的 抛物 线 的 构造 。 
重心 的 性 质 也 可 以 用 初等 方法 来 证 明 。 或 者 是 根据 17.5.5.1 


Bl o17.5.5.5. 


QUE 


对 直径 进行 讨论 ,或 者 是 在 坐标 系 下 讨论 据 物 线 y! — 20x, HA 
用 一 个 四 次 方程 的 诸 根 之 和 公式 ，。 

17.5.54 HE. 设 C 是 一 条 正常 加 锥 曲线 的 非 空 象 集 ， 
zw EC， 则 堆 一 存在 一 个 融 。 记 为 T.C, 161645 的 意义 下 与 C 
UF mic. EEE 何 意义 下 的 密 饭 加 (参见 OE 
3.4.15)。 称 之 为 C 在 mw 外 的 密 mR, aC 的 特 
A ”与 5 相 团 球 而 且 经 过 男 m, MiRe SCE 
MARIE T.C 所 夹 角 的 平分 线 平行 于 轴 的 直线 D, 就 在 w 处 
与 C 相 交 ; 或 省 是 与 C 在 和 处 相 切 而 且 在 m eue RE 
穿 过 C. 敬 m 是 一 个 顶点 ， 则 IC 自然 地 与 C 在 mw 处 超 切 且 


CNTaC = (m). 
这 可 由 17.5.3 和 16.4.10 推出 ,说 明 超 切 时 要 用 到 对 称 性 ， 说 
明 穿 过 时 要 用 到 连续 性 、 


当 六 不 是 顶点 时 ,上 述 特征 已 可 从 几何 上 确定 图 T.C; delà 
物 线 的 情形 下 ，17.5.5.3 表明 如 上 有 一 点 >=, 这 样 甚至 


不 用 求 出 m 就 可 立即 作出 T, C . 但 在 ww 是 顶点 的 情形 ,必须 利用 
16.4.7.3 的 准 旭 ,说 明 
E H 2 
Fy — 1+ (x — 4) 
是 一 个 圆 的 方程 ,出 它 可 得 出 与 C 在 《se, 0) 超 切 的 圆 ; 这 样 我 们 
就 得 到 了 图 中 作出 的 那些 圆 ， 在 17.7.4 中 还 会 给 出 c E— A 
Sul e 5 —fefEgE. : 
37.5.5.5 一 个 力学 的 例子 。 ARE —-NEENIE EE ii 
上 运动 的 娃 在 软 绳 上 的 单 摆 ， 或 者 某 圆 内 部 的 一 个 送 动 质点 -一 
两 条 请 形 的 结论 足 一 样 灸 ;我们 在 贺 的 最 低 点 将 该 质点 抛 出 ， 问 ， 
应 用 多 大 的 初速 遮掩 出 ,才能 使 它 在 到 达 最 高 点 之 前 脱离 圆周 ,而 
且 自 由 下 落 的 轨 线 正好 通过 出 发 点 ， 
解决 这 个 问题， 要 六 由 下 落 的 轨 线 是 雪线 坚 直 的 抛物 
线 ， 而 且 在 质点 脱离 圆周 的 戏 -- 点 处 ， 记 条 挑 物 线 与 圆 是 密切 
QUE 


HU. RRRS ENORME DURAS UU. 而 17.5.5.4 AR 
; 物 线 与 圆 的 另 -个 交点 是 容易 找 出 的 ， 详 细 地 说 是 这 样 : IR E 
本 的 中 心 ,a 是 最 低 点 ,mm 是 脱离 点 。x' Elem 55 T 85819) BM S 
直 的 这 条 抛物 线 与 的 另 一 交点 。 H 17554 30 8724 e 48 
Vans ms 


í > + 


ua, um = 一 304, om, 吉 线 经 过 “的 条 件 就 是 mw =a, B 
[N 


í< ES 
aloa, om) = 0, 由 此 即 得 oa, om == 0 BË 22/3 SE 4 0/3, 
参见 17.9.2 中 其 它 相仿 的 问题 . 


E 175,55. 

17.5.5.6 h- BIS di AR EGER. Apollonius X di 

WS i C 是 一 条 卡 空 正常 曲线 ,st X, NFEE ARZ 
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“的 C 的 东 线 .这些 法 线 的 垂 足 就 是 CD»DALC 的 点 ,这 里 AC 
是 由 “和 C 确定 的 一 条 等 轴 双 曲线 ， 称 为 C 相 对 于 = 的 Apollo- 
nius HER, 双 曲 线 AC 是 由 下 记性 质 几 何 地 确定 的 : 其 渐 
近 线 平行 于 5 的 册 , 它 在 C 不 是 抛物 线 时 含有 C 的 中 心 « GERM 
RIRE — RAER E C BOSE, CREDE I 2 imi, 
其 中 取 了 了 是 任 一 与 C 交 于 CDOT = (Oma ous 的 以 < 为 
PORRA EDA a 2693 C 的 极 线 a 上 的 两 点 x, ”并 使 aw， 
av EXOR, À 4 在 C 的 外 部 , 则 直线 ou, av 是 由 “ 岗 C 作 的 
切线 的 平分 线 )。 

首先 我 们 注意 和 色 ， 直 C 和 一 个 以 “为 中 心 的 广义 画 了 所 定义 
的 束 多 中 的 食 锥 曲线 的 中 心 的 轨迹 只 与 a 和 C 有 关 ; 事实 上 
16.5.3.3 表明 ,mw 是 多 中 一 条 圆锥 曲线 的 中 心 的 充 要 条 件 是 它 关 
于 C 积 了 的 极 线 平行 ， 但 一 点 m 关于 以 a 为 中 心 的 圆 了 的 极 
RADARER am 正 交 的 ， 而 am 的 方向 是 与 了 无 关 而 仅 与 “有 


图 17.5.5,6。 


:U4 


Xy. 

现在 我 们 对 以 。 为 中 心 的 任 一 圆锥 时 线 卫 ， 例 如 象 集 化 为 
a, JRA PC La) 一 0 HEAL RER, H M JH 17.5.5.2 和 
17.5.5.3 PEH HR A,C , FO 多 rp RU Mtf AO ONU UE 
剩 下 要 说 明 的 是 对 一 点 m € C, BER am HT CAE mw 的 切线 
T.C HERRE mec, DH, RES I 结论 就 
PAT: C 在 名 处 的 切线 是 加 关于 C 的 航线 ， 它 平行 于 吉 关 上 
的 级 dex eX am TnC1 
科 不 同 的 a, C 作出 Apollonius 双 了 曲线 ;也 可 


—&g 


W, 17.9, 182. 


一 个 很 有 想 的 结论 — Mi DEA al 
与 - REE AHE 于 四 个 不 同 的 点 时， 这 四 点 的 重心 是 不 
HERO. FARAR a 的 位 站 的 关系 ， 我 们 还 没 进行 讨论 ; 3 


是 17.7.4 的 内 容 、 
17.6 PEHINI, c8 0 dh k 


我 们 要 系统 地 应 用 16.5.6.3， 现 在 其 中 的 F * Ex HDI 
W, 根据 定义 也 就 是 一 个 站 的 切 束 。 我 们 也 引进 c6. REG 
多 “在 如 中 的 复 化 束 , 以 便利 用 X 的 循环 点 L.J. 
17.61 RME. Gi" 是 一 个 切 训 ， 我 们 将 它 复 化 为 
FRA FS A a * MM dd X, p, š 
是 Xc 中 两 条 圆 谁 曲线 : 设 m eTO Zi Mery 9776 中 国 锥 曲线 
作 的 切线 构成 m* 的 -一 个 对 合 (参见 16.5.6.3), 它 与 了, 2 HUE 
两 条 直线 是 关于 {m1, mJ} JM. DE Z * 中国 锥 
的 切 距 加 日 是 使 € O7; O 全 体 构成 Sc 的 一 个 圆锥 曲线 率 
此 @ 全 体 交 成 10.10 REX FEUX 45 NE, 
17.6.2 应 用 

17.621 i a,b,c,d, e, f 是 完全 四 边 形 中 三 对 相对 的 顶 
点 。 则 以 (a, 6}, {e, dT, Co, P 为 肯 径 的 三 个 画 属 于 同一 个 贺 


“75e 


WRR ac, eb, bd, da HERRER 2X h) 20 E NE JU 
17.6.1 和 17.4.2.3, Buy ani, 

17.622 我 们 对 X 中 与 给 定 的 三 角形 的 三 边 ab, be, ca VÀ 
及 无 穷 远 直 线 cox 相 妨 的 六 锥 曲线 一 一 它们 都 是 抛物 线 一 一 的 切 
束 应 用 17.6.1。 贺 维 曲 线 的 切 距 回 在 这 儿 都 是 直线 ， 即 这 些 折 物 
A cox AMER, BE a 
点 正 交 于 be 的 直线 、 XP 了 (a, gc 的 三 条 高 是 共 点 
的 ， 但 我 们 看 到 ， 任 一 跟 1a, 5. c). 的 三 边 用 切 的 抛物 线 的 准 线 
经 过 a,b, e) 的 重心 ， 一 个 推论 是 ;给 定 四 条 宣 线 中 每 三 条 所 
构成 的 三 角形 的 垂 心 是 四 点 共 线 的 (位 于 限 这 四 条 直线 相 切 的 摔 
物 线 的 准 线 上 , 参见 16.7.4 和 17.4.3.5)。 另 一 个 推论 是 :若是 


"ves 


la, b. cy BÆ E= f KF (a,b,c) 三 边 的 对 称 点 是 共 
线 的 ,位 于 过 de. b, c} 的 很 心 的 一 条 直线 ( 称 为 象 点 直线 ， 参 殉 
10.13.16) E. 
17.6.3 Jf E) ib dh es 
17.6.3.1 RCGTB TIO T8 A RARE PH HR £2, FOU AIT 
St; 当 1, 了 是 X 上 给 定 的 两 个 不 同 的 点 时 。 以 f Ai A 
的 贺 锥 曲线 全 体 构 眠 一 个 团 束 多 *。 为 说 明 这 一 点 , 我 们 在 RT 
中 进行 考察 ;由 17.4.3 可 知 ,圆锥 C 
属于 Xc 中 限 四 条 直线 HN, fL, TIR 
县 多 作为 这 个 切 束 在 世上 的 限制 ,也 是 一 个 切 束 . 
37.6.3.2 ”可 以 用 初等 方法 通过 计算 来 证 明 : Æ (= Ce, 0)， 
了 一 (一 cy 0)， 则 所 考虑 的 圆锥 曲线 方程 为 : 


11.6.33 
E y 

; T——1-0,1€]—c,0[U]0, ool 

etai OA 

T) T Fen] FARAH: 
1 m 

Ft o) eta 0 à 
| D d ol 7 0 1 vp 
i à i Mon 0 一 1/ 
` 0 9 —1 


它 关 于 2 是 线性 的 (参见 14.6.1 和 15.1.6)， 我 们 注意 到 ， 尖 4 趋 
FER, 240 # 47 0 的 极限 曲线 是 不 同 的 ,从 而 切线 的 被 
限 是 退化 为 两 点 fL 的 凋 锥 曲线 (参见 14.6.3). (Bite 165.62 
的 意义 下 , 1 一 0 能 公 共 极 限 是 二 重 直 线 y = 0, RARE. 

17.6.3.4 té, FRAI P 为 焦点 的 共 焦 网 锥 项 线 
XX, me X, m&ff, 1H165.63 TA, Ami 7* 的 圆锥 曲线 
HERRAR m* 的 一 个 对 合 ， 它 的 二 重 射 线 是 多“ haim 
前 圆锥 曲线 在 ww 的 切线 ; 而 这 个 对 合 含有 个 (mf, m. UR f & 
< RARA (m,m) BuRde x hide 83089, MEEA 
mf 和 zt 的 平分 线 (应 用 8.7.7.5, 8.8.7 F1 6.74). ER, MAX 
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S BB dE d, bd (nÍ, mi) 的 内 平分 
线 丰 团 (这 是 一 条 双 戎 线 ), 男 一 条 与 外 平分 线 相 切 (是 一 个 椭圆). 

17.635 ”必须 注意 , 我 们 在 这 儿 没 有 用 人 到 17.2.2.4; 相反 地 ， 
从 17.4.3 以 及 一 条 射影 圆锥 曲线 出 发 ,上 面 的 讨论 表明 了 ,以 ,六 
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fi 0.6.3.3. 


为 焦点 的 图 锥 曲线 的 切线 是 {mf, mi} 的 平分 线 .应 用 15.4.5 和 
9.30.1, 我 们 就 可 得 出 17.2.2.2 的 一 个 射影 的 证 明 - 

17.6.3.6 Poncelet 定理 ， 上述 的 m* RAR, D, 
DD 是 从 吉 向 焦点 为 f. f KARR CERIN ER, N {mf， 
mi RD, 新 } 有 相同 的 平分 线 :而 且 ,这 些 平分 线 就 是 0 hat 
mm 的 圆锥 些 线 的 急 线 ,这 个 结论 称 为 “Poncelet 第 二 小 定理 “ 参 
W 17.2.1.6). 
17.64 Graves HT 61775. WEB Graves 的 一 个 工作 ， 
他 把 17.2.25 的 内 容 深 化 如 下 : 设 给 定 一 个 稀 贺 C 和 一 条 长 度 严 
格 大 于 C 的 长 度 的 封闭 细 线 ， 则 一 个 将 细 线 沿 CC 出 紧 的 浮 针 的 胃 
XE — ER CHARS C. 

设 吉 蚌 浮 针 的 一 个 位 总 ，C' 是 过 训 的 限 C jk Apuq R (参见 
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17.6.4), 则 由 9.10.4 和 17.6.3 订 知 C' 下 每 点 部 是 浮 针 的 位 置 . 
别 下 只 要 说 明 , 除 了 C' 以 外 , 浮 针 不 会 有 其 它 的 位 置 ;但 在 C 的 每 
条 切线 上 , 恰 有 两 点 处 浮 针 是 能 贿 紧 细 线 的 (例如 可 由 连续 任 来 说 
Bi); 而 T 与 C' 交 了 于 两 点 (参见 14.1.3.4)， 这 种 做 法 可 推广 到 二 
次 曲面 ,参见 [GE], [SD1] 和 [SD2], 


图 17.6.4， 


17.6.5 Chasles 对 Poncelet 定理 所 作 的 解 轰 : MERAM 
长 内 粮 多 过 形 。 这 是 指 Chasles 关于 16.6.11 的 共 焦 本 图 所 作 的 
, 另 一 种 阐述 :但 它 仅仅 是 16.6.11 的 一 种 解释 ， 即 使 在 这 种 特殊 傅 
形 下 也 算 不 得 一 种 证 明 . 

1.66 定理。 CHI, n 是 任 一 大 于 或 等 于 3 的 整数 。 在 具 
有 不 同 的 0 个 项 点、 内 搂 于 C 的 凸 多 边 形 中 ,有 有 一 些 是 具有 极 大 局 
长 的 ;事实 上 这 样 的 多 边 形 有 无 穷 多 个 ,也 就 是 涪 一 个 这 种 极 大 局 
Fg ECHOS PPM) 有 一 个 顶点 可 以 是 C 上 任意 一 点 ,而 且 ， 
.所 有 这 些 PPM 的 边 部 眼 同一 个 和 C RROME c; BD. 
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176.61 首先 我 们 注意 到 , mita a CHER RUE 
i: SEE = 是 偶数 时 ， 以 上 在 长 加 上 的 一 个 顶点 作为 #/2 个 项 ， 
点 、 以 长 轴 上 另 一 顶点 为 另 a/2 个 顶点 所 构 或 的 退化 多 边 形 的 极 
KERT ?na 假定 C 的 方程 为 六 eoo ioo) -AMA 
各 不 相同 ,但 都 在 上 述 顶 点 的 邻近 的 多 地形, 其 马 长 是 充分 楼 近 于 
2na 的 ; 但 PPM 的 阁 长 要 小 得 多 ， 例 如 ” 一 人 时 是 +W P 
(图 17.66, 参见 17.9.6)。 


um 


MU 


17.662 上 只 有" 个 不 同 项 点 EET c POE C" 
-DFR Z2, APERT GE Ct ope PAA 9.4.22) 
的 一 个 极 大 局 长 多 边 形 , 我 们 要 证 明 P €, 而且, 着 P 的 顶点 机 
SES (mss. WCE m, 的 切线 T, C 是 Imm, mmi) 
的 外 平分 线 。 首 先 设 m, = m. = ccm mas Pau sh m; 在 
CERE A mi+y， 使 它 严 效 地 介 于 m, 和 mauu 之 间 ， 就 得 
Wl PEP, KREOHERBIECEPISISK CRUEL 91.4). BE 
然 所 有 的 顶点 都 不 同 ,向 9.10.5 部 可 推 得 平分 线 的 性 质 。 

1.653 ”由 于 PPM 有 平分 线性 质 。17.6.3.6 就 家 有 明了, 一 个 
PPM 可 由 各 边 切 于 同 -- 个 与 C RRR IL C' 米 确定 ,由 16.6.11 
可 知 ， 从 这 个 PPM TDR C. SIT — TERR Ed 
C, 而 且 一 个 顶点 可 以 在 C 上 任 取 的 多 边 形 ; 但 对 这 些 多 边 形 的 
每 个 顶点 应 用 9.10.1 可 知 ， 它 们 原 这 个 导 岂 它们 的 PPM 有 相同 
AK. 剩 下 要 说 省 的 是 亿 . 一 PPM DE LS ER 
Wm € CHEN PR CDI ADN, Were 
在 两 个 共有 项 点 如 的 内 接 于 上 的 ” 边 形 ,其 中 一 个 的 各 过 与 C" 相 
切 , 另 一 个 与 C” 相 切 ， 若 C" C" ， 就 可 假定 , End C" RT 
C C' 之 间 ; 由 图 可 知 这 是 厅 可 能 的 ， 

17.6.7 评注 .17.6.6 HET H a S 3 时 具有 ?= 个 顶点 .内 堪 于 C、 
外 切 于 圆锥 曲线 C. 的 多 边 形 的 存在 性 。 
Cayley 公式 (参见 16.6.12.4) 则 具体 给 出 了 4, 使 对 给 定 的 


"rd Y i a " x 
sm et 0 为 方程 的 C, C RM 所 


十 


= 一 1 一 0 (BJ 17633). REAJI = 3 和 一 4 的 情 


形 试 一 下 (也 可 参见 17.9.6). 


17.7 荫 图 的 特殊 性 质 


177.1 椭圆 , 圆 的 正 投影 司 中 茶 一 平面 上 的 一 个 辆 在 另 一 平 
电 上 的 正 投影 臣 TE EARE, Ms + y' = a B 


* 382. 


cH 
Ÿ 


. N 


» 


Boma. 


RADHA Gun (z, 2 y) RAMA 
ay liz 
A 


a 


Bub SH UBEEIRD — AUREUM, FOURNIER. 车 一 条 

主线 上 的 两 点 被 强制 地 四 出 网 条 正 交 的 直线 A, A'， 则 了 上 任 一 

间 定 点 画 出 一 个 以 A, A' DARRA GUT A J 17.914), 图 

167.2 的 作法 也 是 由 这 个 仿 射 赤 换 导出 的 。 

177.2 参数 化 ，17.7.1 ARRIANS + T1 一 0 应 用 局 
E 

期 参数 表示 c» (acot, bini); 这 存 1629 的 意义 下 并 不 是 一 

个 "良好 参数 化 喘 射 "。 我 们 借助 于 


wto. 0 > 1-6 ne) 
* 3 t fire” 1+e 


从 上 述 参数 表示 导出 一 个 “良好 ”的 来 ， 它 在 齐 次 坐标 系 下 可 写 为 
Qi (a(1 — P), 268, 1 + 8), 
113 96. 在 上 述 参数 化 映 系 下 ,具有 参数 G= 1,2,3,4) 
的 点 m; 成 为 上 循环 点 的 充 要 条 件 是 
htnt n + n = (mod. 27); 
RARE A -APERA Sk52 083 SEE REE 
£ T b i V = =(mod. 2x) 以 及 
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fi nth tin + ps + bn es = 0(mod. 2x), 

ILIA ih. EPAI A Hb t duc P ERR SS EPOR t 
络 ( 称 为 C 的 包 络 ) 的 交点 重合 ; 着 m= (acosz, bin), FR 
看 到 这 个 出 玉 中 心 是 | 全 coss, — 全 sin4| 这 一 点 . 包 红 的 方 各 是 
(az + (by) — c^; 它 是 由 一 条 星 形 线 (参见 9.14.33.3.8) 经 
仿 射 变换 得 到 的 。 

从 mEX 向 C 所 作 的 靶 线 的 系数, 与 双眼 这 个 包 络 的 相对 位 
置 有 关 ; 如 图 17.7.4 所 示 ,在 内 部 有 4 条 ,在 外 部 以 及 四 个 尖 点 都 
有 2 名 ,在 边界 上 其 它 点 都 有 3 条 ， 

与 17.5.5.4 冰 同 的 一 种 在 wm 处 昌 康 中 心 的 作 图 靶 , 如 图 17.7.4 
BUR, 


1775 WEDOBEES "oi = 00SEBUE ab 《参见 
11.8.94). 而 长 度 是 

IN V Pan E Poostdr , 
ARRETAN AE SLEIN PDU, A 


数 也 正 是 由 此 得 名 的 。 
17.7.6 MRA CH WEM, HI 179.6, 17.9.11 Æ 17.9.15, 
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17.9.22, 


17.8 双 曲 线 的 特殊 性 质 


双 曲 线 总 是 跟 它 的 浙 近 线 .一 起 作出 的 ; 这 样 佑 有 好 多 理由 可 
说 ， 其 中 之 一 是 : 这 样 就 不 会 画 出 一 条 居然 跟 一 条 直线 交 于 不 同 
四 点 的 双 曲 线 来 了 : 图 17.8.1 和 14.1.3.4。 

17.8.1 ”举例 来 说 , 若 吉 线 万 与 双 曲 线 5C 交 于 m,m, SEDES 


于 ww 网 有 Tomo egi D B C f m 处 的 切线 


时 ,mw EE, ac, RUBRO AO RARA 
FT DUR MGR RER ARENA. K 16.7.3 就 是 根据 基线 的 这 
种 性 质 作 出 的 。 


[ 78.1. 


1782 SRi. 关于 FSI i= 0, Rf E S xc 
作 参 数 变换 si> Cache, shr) ， 对 左 负 连 通 分 支 作 


t—> (— acht, bshr), 


etaje 


Wa DIS BER AUS RET, 17.7.3 和 17.7.4 RER. 
17.83 ”等 轴 双 曲线 (HE) 

17.8.3.1 4E 175.4 中 我 们 已 经 碰 到 过 这 种 又 曲线 的 一 些 狂 
质 ;特别 是 , 经 过 三 点 a.b. c HE 全 体 构成 一 个 束 ,它们 的 中 
心 的 扫 迹 是 三 角形 € — (a. 0, Y HAAR 


图 17.8.3, 
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1.8.32 ”对 这 个 三 角形 多 ,一 条 经 过 a,5, 的 HE RUE 
一 条 渐 近 线 必 是 € 的 外 接 贺 上 某 一 点 的 Simson 直线 (参见 
174.3.5 或 10,4.5.4); 反之 亦 然 。 于 是 由 9.14.33.3.D HA, JNA 
十 名 的 HE 的 渐 近 线 集合 的 包 络 是 一 条 有 三 个 尖 点 的 内 摆 线 ， 

-17.8.33 HAS SBrTSSAREE CRT CoO = 
{Onis o) i 《参见 165.1), 若是 了 的 中 心 , J& Cd, 
KE 


由 此 得 出 两 个 推论 : 第 一 , 若 了 的 中 心 8 位 于 C 上 ,了 经 过 
点 且 使 |= IER, WirECZTuA-ASUÜIMEE AE 


三 角形 ， 第 二 ,曲率 中 心 的 作法 如 图 178.3 BUR. 
CERA (mius 是 上 孙 环 点 的 充 要 条 件 是 


" 
I dem, 4) = *-, 


共 中 4 是 C 的 一 条 浙 近 线 ， ET 一 1 是 C 的 -- 个 方程 
17.84 ik. HE BIH GHEN, SIL [LM2], 
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1781 ÉD. 对 于 以 4 为 方程 的 非 空 正常 圆锥 曲线 C， 称 任何 
一 个 其 方程 可 写成 q +e 的 届 为 C 的 焦 回 , 其 中 9 是 一 个 仿 身 
BA. WHE ?的 可 能 性 ， 对 三 类 圆锥 此 线 , 画 出 不 同 的 焦 圆 族 。 
超 切 而 是 焦 贺 吗 ? 

证 明 对 于 任何 焦 加 了 , 存在 一 条 直线 D( 梢 应 的 准 线 ) 使 

C mim € X: mV T ORE =el, Dy. 
反之 亦 然 。 是否 可 以 用 “比利时 人 的 说 法 "来 证 明 这 一 性 质 ? 

ErP RARAN REEF 
C = {mE X; (mkF T HHR 
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cn ATT WB mx). 
可 以 用 “比利时 入 的 说 法 Bx — PES 
BHO UIT. C PSU MÈRE. 
109.3 Way pik. 一 里 重量 必须 考虑 的 钢 球 在 竖 放 的 
: 圆 盘 内 部 运动 ; 它 在 网 盘 最 低 处 记 施 加 的 初速 度 的 作用 下 , 作 完 全 
,的 弹性 三 擅 ， 试 给 出 钢 球 作 局 期 运动 的 例子 . 


| 


图 17..2. 图 17.9.9， 


17.9.3 ”通过 计算 证 明 17.5.5.6。 

17.9.4 ”用 初等 的 方法 证 明 17.5.5.1。 

17.9.5 GE: ULT INFRA T RE AR. C 的 区 要 条 件 是 T 正 交 
于 C 的 切 耳 贺 (或 直线 )( 若 这 个 切 虐 回 不 存在 ， 则 正 交 性 可 如 第 
-20 章 中 的 意义 理解 )、 考 岩 等 轴 双 有 曲线 以 及 抛物 线 的 情形 。 
,17.9.6 “证明 存在 无 穷 多 个 矩形 外 切 于 精 圆 C、 内 接 于 C 的 切 械 
Br. 根据 关于 C 的 对 偶 性 ,不 用 16.6.11， 由 上 述 结论 在 = 一 4 
VOS Fes 17.6.6, 

1193 3— MI EZB n À FAIRE, RET C, B PPM 
ONF cO UBGSSUEEBHIARUT. C, 的 多 边 形 中 是 具 
ARNERI. 

1.9.8 MEMEA ET OBB J DT) — MARIN BUS à 
形 中 兵 有 最 大 (相应 地 ,最 小 ) 面 积 的 多 边 形 ， 
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1799 CERHO HE, me C, p, n Ë C £ mb E 
线 与 C 的 两 条 轴 的 交点 ; OISE mplma 是 常数 并 算出 这 个 党 
数 .证 明 其 逆 会 跑 ， 由 此 求 出 在 C 的 顶点 处 的 曲率 半径 的 值 . 

17.9.10 Joachimethal 定理 ， 性 虚 一 条 有 心 贺 锥 曲线 的 四 条 其 


点 .也 可 参见 17.7.3。 
17.9.10 Chasles Bj, 两 点 m, m 以 相等 的 角速度 沿 不 同方 


向 男 出 两 个 同心 加 ， 它 们 的 中 点 L 画 山 的 轨迹 是 什么 9 d 


EC HC TEES AT 
17.9.12 W m,a EÈ DT RTL C HA, B fE om, on 成 
直角 :证 训 uy * Gy Rek; BER mn 的 包 络 是 什么 ? 
i o 是 严格 地 仔 于 以 到 为 中 心 的 情 圆 c 内 部 的 sa, DER 
# 点 的 直线 , 与 C 交 于 mm,#; p&C B op 平行 于 D. EAEE 
Ne Eus 
设 D,D' 是 欧 民 结构 中 两 条 正 交 直线 ,都 经 过 a, 分 别 交 C = 
m.s Dm. n ERA 一 一 十 -一 ;是 常数 。 直线 me 的， 
ám ° an am ` an D 

包 络 是 什么 ” $0 15.79. 


联系 (参见 17.7.1). 


B 17.9.i2, 
179.3. AERE C, m & C, iier 沾 C 变 动 时 函数 x —> xm 
的 变化 情形 。 
17.9.14 Labire 定理 . 直线 D 上 两 个 定点 沿 任意 两 条 固定 直线 
^,4' 滑动 ;证 阴 画 定 在 媚 上 的 任何 一 点 画 出 一 个 多 贺 . 
11918 iE mG 一 1,2,3,4) 是 桶 圆 C 的 四 个 上 循环 点 , m 是 
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CH m, REDS CESSIT. m, D VETE n; 也 是 上 得 环 
A. 这 一 结论 对 双 曲 线 或 拢 物 
17.9.16 EM: 对 一 条 以 为 中 心 的 凑 轿 双 曲 线 来 说 ， 若 -一 条 以 
为 极 的 对 数 螺 线 跟 它 相 切 ， 风 该 择 线 是 它 的 加 有 反 极 线 ( 参 见 
14.6.4). 


Mj 17.9.16. 
17.9.17 设 已 给 定 现 条 同心 的 等 轴 双 曲线 及 和 如。 FEART 
H, JtUJ H' B3 ANR RAR Vie RH J RUE HI DERE. 
17.9.18 Wiz Rot 


图 17.9.18, 


1.9181 RAE. PR HUE. m € P; P 在 zw 处 
82822 P RAT s, m 在 轴 上 的 投影 是 ">。 证 明 距 离 r 是 党 
数 ， 并 揭 此 说 明 , 已 知 抛物 线 上 随 点 m. m” 以 及 在 这 两 点 处 的 团 
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线 T,T' Ja SEE JUD EEE 03928 382 
17.9.18.2 由 一 点 出 发 的 法 线 ( 参 见 17.5.5.4 f 17.9.10), 
证 明 擅 物 线 P 在 三 点 m, m', m” 的 法 线 共 点 的 充 要 条 件 是 重心 
mm bm 
3 
位 于 P 的 轴 上 ,或 者 是 经 过 m, m , m7 OISE P RIDER 
171383. 内 接 于 一 个 图、 外 切 亲 一 条 泪 物 线 的 四 边 形 的 对 


ARIS i RHEIN m ERE i 8 TR VD. 
焉 一 个 完全 四 地形, 

47.9.20 从 一 条 砚 难 甸 线 上 的 一 点 引 与 该 贺 锥 曲线 成 定 A 
求 它们 的 包 络 ;26 RU ASE. 

17.9.21 跟 一 个 椭圆 的 任 : -对 共 谣 直径 相 切 、 中 心 在 该 烦 贺 上 的 
监 的 半径 是 固定 的 ， 

13.22 BURG EEG OOE- TESI, H 0,06 RR 


PAREEN 


Æ 6.9.22. 


E C 


UHR HERI ACER. DEN FRE CMRK: bJ a PÈRE 
HF 06， 从 “向 该 直线 丽 仙 截取 06 的 长 度 ; 这 样 就 得 到 两 点 
n, e, 而 Ou, Ov 的 两 条 平分 线 就 是 所 求 的 两 条 轴 . 

17923 Æx 中 给 定 一 个 贺 C 和 C 上 两 点 a,b, 考虑 经 过 a,5 
WEPOS ab 的 中 点 重合 的 ,与 C 相思 的 杭 贺 E. 证 胡 所 有 这 些 
WARAH UNE ES 

17.9.24 ”焦点 的 实用 求法 .在 标准 正 交 仿 射 标 架 下 给 出 中 圆锥 
曲线 5 的 方程 为 Kx,y) = 0。 证 明 C 的 焦点 的 坐标 (a, 8) 可 
由 F(ei, —1, 8 — sia) 一 0 ROB Mp em tl, de V 一 1， 
F(u,v,v) = 0 是 在 与 上 述 标 架 和 然 相应 的 射影 标 架 下 C 的 切 
线 方程 。 
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